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AVIS DES ÉDITEURS. 



L’auteur du Calcul de l effet des Machines , en travaillant à une 
seconde édition de cet ouvrage, s’était proposé de le refondre et de 
l’étendre de manière à former un traité complet de Mécanique ap- 
pliquée. En même temps il avait cru devoir donner plus de déve- 
loppements à l’exposition des principes fondamentaux que cette 
science emprunte à la Mécanique rationnelle. Ce sout ces développe- 
ments qui, sous le titre de Mécanique des corps solides, forment 
presque en totalité la première partie du volume que nous publions 
aujourd’hui. Les douze premières feuilles ont été tirées du vivant de 
l’auteur; les suivantes ont été imprimées d’après les feuilles manus- 
crites qu’il avait également revues lui-mème. Les éditeurs ont cru 
satisfaire au vœu du public en joignant à cette première partie une 
réimpression pure et simple du Gdcul de l'effet des Machines ; les 
lacunes qu’on y remarquera correspondent aux questions qui se 
trouvaient déjà traitées, et généralement avec plus d’extension, dans 
la première partie. Enfin, à la suite de l’ouvrage, on a placé deux 
fragments inédits laissés par le même auteur, l’un relatif aux ponts 
suspendus , et l'autre à la poussée «les terres. 
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AVERTISSEMENT 



% 


QUI PRÉCÉDAIT LA PREMIÈRE ÉDITION DU CALCUL DE L'EFFET DES MACSINES. 


Je me suis proposé dans cet ouvrage de présenter toutes les considérations 
générales qui tendent à éclairer les questions sur l’économie de ce qu’on 
appelle communément la force ou la puissance mécanique, et de donner des 
moyens de reconnaître facilement quels sont les avantages et les inconvé- 
nients de certaines dispositions dans la construction d’une machine. Je pense 
qu’aprés avoir lu ce Mémoire , on sera en état de se diriger convenablement 
dans toutes les recherches de calcul et d’expérience qui se rapportent à ce 
sujet. 

Les traités spéciaux qu’on a publiés jusqu’à présent sur les machines n’ont 
pas complètement développé la théorie de l’emploi des moteurs, qui parait 
en effet devoir rentrer plus naturellement dans l’enseignement de la méca- 
nique rationnelle. D’un autre côté, les ouvrages qui traitent de cette science 
ne contiennent presque rien sur cette théorie. J’ai tâché de remplir cette 
lacune , et de donner ainsi un utile complément aux cours de Mécanique de 
l’École Polytechnique, en même temps qu’une introduction à ceux des écoles 
d’application. 

La table des matières fera voir plus particulièrement quelles sont les ques- 
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tions que j’ai traitées ; je pense qu'elies n'ofiriront point de difficultés aux 
personnes qui ont quelques notions d’analyse infinitésimale et de mécanique. 
Si cependant on veut passer les calculs qu’on ne suivrait pas assez facile- 
ment , on pourra le faire sans inconvénient ; une simple lecture de tout 
le reste suffira pour donner les principales notions sur la théorie des 
machines. 

Il y a dix ans que j’avais écrit, sur une partie des matières qui composent 
cet ouvrage, des feuilles que j’ai communiquées à différentes personnes, 
notamment à MM. Mallet , Bélanger et Drappier, en 1819 , à M. Ampère , 
en 1820, et à M. Poncelet, en décembre 1824. Depuis l'époque de 1826, 
j'ai apporté à mon premier travail diverses additions et améliorations qui 
complètent le cadre que j’avais en vue ; elles concernent plus spécialement 
les pertes d’action dues aux frottements des engrenages* la dynamique des 
quantités de mouvemeul ou du choc (*) , la théorie du mouvement des 
machines et des volants , celle des roues hydrauliques , l’emploi du vent et 
de la vapeur comme moteurs, l'écoulement des fluides, et enfin le trans- 
port horizontal des fardeaux. 

J’étais parvenu dans mon premier travail à des considérations qui m’a- 
vaient semblé neuves ep quelques points. Il n’y avait en effet, à ma connais- 
sance sur ce sujet que l’ouvrage de Carnot et celui de M. Guéniveau (**) ; 
mais en même temps que je m’occupais de cette théorie, Petit insérait, dans 
les Annales de Physique, un Mémoire succinct sur l’emploi du principe des 


(*) Kn Imitant ce dernier point , je connaissais ce qui a été écrit l’année dernière sur le 
même sujet par M. Cauchy et par M. Poncelet, dans son cours lithographié de l’école de 
Met/.. C'est un énoncé de ce dernier , sur le choc des systèmes de rotation , qui m'a porté 
à présenter d’une manière analogue celui que j’ai donné. 

(*’) J'ai eu connaissance, il y a peu de temps, d'un article publié en 1815, par M. Burdm 
dans le n" 221 du Journal des Mines , où cet ingénieur a donné sur les machines de très- 
bonnes considérations qui , je crois, n'avaient pas encore été aussi bien présentées. 
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forces vives , et un peu après , M. Navier a publié ses utiles et savantes notes 
sur \' Architecture hydraulique de Bélidor. 

Postérieurement M. Poncelet, a donné, pour son cours de machines à 
l'École de Metz , des feuilles lithographiées qu’il m'a communiquées , et 
où, parmi un grand nombre de questions nouvelles, il a traité plusieurs de 
celles que je viens de citer. Ces publications m'ont ôté aujourd'hui toute 
priorité sur quelques idées où il était naturel de se rencontrer , en sorte 
qu'en plusieurs points ce petit ouvrage ne dilTérera de ce qu'on a écrit sur le • 

même sujet, que |>ar la manière dont ces mêmes points y sont traités. Néan- 
moins, j’ai pensé qu’il ne serait pas sans utilité de réunir et de présenter 
sous une autre forme toutes les considérations qui se rattachent à une théorie 
aussi importante que celle des machines (*). 

J’ai employé dans cet ouvrage quelques dénominations nouvelles : je dé- 
signe par le nom de travail la quantité qu'on appelle assez communément 
puissance mécanique , quantité d'action ou effet dynamique (**) , et je propose 
le nom de dynamode pour l'unité de cette quantité. Je me suis permis encore 
une légère innovation en appelant force vice le produit du poids par la hau- 
teur due à la vitesse. Cette force vive n'est que la moitié du produit qu'on a 
désigné jusqu'à présent par ce nom , c'est-à-dire de la niasse par le carré de ' 
la vitesse. Si l’on avait éprouvé comme moi combien les élèves sont embar- 
rassés par les dénominations mal choisies , je crois qu'on ne blâmerait pas 


(*) M. Bélanger, ingénieur des ponts et chaussées , auteur d'un mémoire très-intéressant 
sur l'éeoulementdcs eaux dans les canaux, clqui s'est occupé avec succès de la théorie des 
machines et de ses applications, a bien voulu revoir mon manuscrit et m'aider de ses con- 
seils : je lui dois plusieurs améliorations qui ont mis plus de clarté et plus d’ordre dans cei 
ouvrage. 

(") Ce mot de travail vient si naturellement dans le sens où je l’emploie , que, sans qu'il 
ait été ni proposé, ni reconnu comme expression technique, cependant il a été employé 
accidentellement par M. Navier, dans ses notes sur Bilidor, et par M. do Prony dans son 
Mémoire sur les expériences de la machine du Gros-Caillou 
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ce léger changement. Il est très-gênant d’avoir un nom pour le double d’une 
quantité qu’on retrouve à chaque instant. Si l'on a donné anciennement le 
nom de force vive au produit de la masse par le carré de la vitesse , c’est 
qu’on ne portait pas son attention sur le travail , et que ce n’était pas le 
produit du poids par la hauteur due h la vitesse qu’on avait eu à désigner le 
plus souvent. Tous les praticiens entendent aujourd’hui par force vive , le 
travail que peut produire la vitesse acquise par un corps; et certainement , 
quoiqu’on fasse, il y aurait toujours deux acceptions en usage, dont l’une 
s’appliquerait à une quantité double de l’autre, si les géomètres n’adoptaient 
pas la dernière , qui est réellement la plus commode pour l’étude du mouve- 
ment des machines. Au reste , quand même on ne vondrait pas introduire 
cette nouvelle dénomination dans la Mécanique rationnelle , ne pourrait-on 
pas encore se le permettre dans les ouvrages sur les machines?. Si les lec- 
teurs sont versés dans la Mécanique rationnelle, ce changement ne les 
gênera pas; d’une autre part, il aura certainement de l’avantage pour Un 
bien plus grand nombre de personnes qui étudient les machines sans pousser 
plus loin l’étude de la Mécanique. • 

Il y a quelque temps que des membres de l’Académie des sciences ayant 
"demandé qu’on fit un choix (jour l’unité de travail ou de la puissance méca- 
nique, j’avais remis alors une note pour proposer les dénbminations dont je 

v 

viens de parler. Le célèbre Laplace, qui faisait partie d’une commission 
nommée pour cet objet , voulut bien me dire qu’il ne croyait pas que l’Aca- 
démie dût prendre l’initiative pour choisir des noms, qu’elle ne pourrait 
que sanctionner l’usage, lorsqu’il commencerait à s'établir. Selon cet 
illustre géomètre , c’était aux personnes qui s'occupaient des machines à 
essayer d'introduire les termes qu’elles jugeaient les plus convenables. D’a- 
près une opinion d’un aussi grand poids, il m’a semblé que l’on ne pourrait 
me blâmer de proposer et d’employer des dénominations qui m’ont paru 
plus claires et plus convenablement choisies dans leurs étymologies. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


MÉCANIQUE 

e GÉNÉRALE 

DES CORPS SOLIDES, 

IT , 

CONSIDÉRATIONS SCR LES FROTTEMENTS. 



CHAPITRE PREMIER. 

Notionsffur la vitesse , la force, le poids, la masse, et sur le mouvement 

d'un point matériel. 

i- — Lorsqu’un corps change de position, nous disons qu'il est en mouvement, nu raom.mtot aWoiu 

a . , , , . et dnra©UT*w*nl relatif 

ai nous rapportons la position du corps à des points fixes, nous considérons 
alors un mouvement absolu. Si deux corps se meuvent dans l'espace , et que 
nous considérions le mouvement de l’un par rapport à l’autre , c’est d'un mou- 
vement relatif qu'il s'agit. On donne une idée plus complète et plus claire du 
mouvement relatif de deux corps, en disant que c’est celui que paraîtrait 
prendre l’un de ces corp6 , pour xm observateur qui se mouvrait avec l'autre en 
se supposant fixe. Tels sont les mouvements que nous observons h la surface de 
la terre ; ils nous paraissent absolus , parce que nous les rapportons à des points 
que nous regardons comme fixes ; cette illusion, comme on le verra par lasuite, 
est ordinairement sans inconvénients dans les applications de la Mécanique; 
mais ces mouvements ne sont réellement que relatifs, puisque les points 
auxquels nous les rapportons sont entraînés dans l’espace avec la terre. . 
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Four simplifier l’étude du mouvement, nous ne considérerons d’abord que 
des corps dont les dimensions soient négligeables vis-à-vis des espaces qu’ils 
parcourent ; on donne aux corps ainsi réduits à des dimensions infiniment 
petites, le nom de points matériels. 

*•' *» »'it« 2. — Pour apprécier le mouvement d'un point matériel dans l’espace , deux 

éléments sont indispensables à connaître: i* ses positions successives, ou les 
espaces qu’il parcourt; a” le temps qu’il emploie à passer d’uue position à une 
autre, ou à décrire ces espaces. 

Supposons d'abord qu’uu point matériel se meuve en ligne droite; rappor- 
tons ses positions successives à un point fixe pris sur cette droite, par exemple, 
à la position initiale du mobile , que l'on nomme aussi l’origine du mouvement. 
Appelons e la distance du point matériel à l'origine, après un nombre d’unités 
de temps que nous représenterons par t ; cette distance étant regardée comme 
positive quand le mobile sera à droite de l’origine , par exemple, et comme 
négative quand il sera à gauche. Cette distance est nulle au commencement du 
mouvement, c’est-à-dire que quand ( = oon a e = o. 

g 

Si, peudant tout le mouvement, le rapport - conserve une valeur con- 
stante, c’est à-dire si Y espace e reste proportionnel au temps t, on dit que le 
mouvement est uniforme. Ce mouvement est le plus simple de tous. 

Un mouvement uniforme se distingue d’un autre mouvement uni(?rme par 

la grandeur du rapport j qui correspond à chacun d’eux. Si ce rapport est plus 

grand dans le premier mouvement que dans le second, ou si, au bout d'un 
même temps t , l’espace e parcouru dans le premier cas est plus grand que 
l’espace parcouru dans l’autre, le premier mouvement est le plus rapide. Ce 

rapport - , dans le mouvement uniforme , est ce qu'on nomme la vitesse. 

Changeons t en t + A< , et e en e -f Ae , en sorte que ât soit le temps em- 
ployé par le mobile à parcourir l’espace Ae. Par la définition du mouvement 
uniforme, on aura 

e tf-f-Aa , c Ae 

*-= — ■ clou - WB. — . 

f / -f- m ta 

Ae • 

Le rapport — , peut donc être pris pour la mesure de la vitesse aussi bien que 
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le rapport - ; et cela quelque petit que soit le temps àt. Ainsi , en désignant 

par dt un intervalle de temps plus petit que toute grandeur assignable, et 
par de le petit chemin décrit par le point matériel pendant ce temps infiniment 

petit, la vitesse pourra encore être exprimée par le rapport 

3. — Le mouvement peut être tel que le rapport * ou ou ^ ne reste 

plus le même à tous les instants; le mouvement, dans ce cas , cesse d’être uni- 
forme et prend le nom de mouvement varié. 

Soit toujours de l’espace infiniment petit, décrit par le point matériel pen- 
dant le temps infiniment petit cfr qui succède au temps <; le mouvement, 
pendant ce temps infiniment petit, pouvant être regardé comme uniforme, 

sera l’expression de sa vitesse comme nous venons de le voir. Cette vitesse 

dont serait animé le mobile, s'il conservait pendant un temps fini le mouve- 
ment uniforme qu’il ne conserve rigoureusement que pendant un temps infi- 
niment court, est ce qu’on nomme la vitesse dans le mouvement varié. Cette 
vitesse, au lieu d'être constante, comme dans le mouvement uniforme, prend 
alors des valeurs variables d’un instant à l’autre. 

Ces notions peuvent être traduites en langage géométrique. Concevons {Fig. i) 
que, pendant que le point matériel se meut de A versE sur une droite ver- 
ticale AE, cette droite se transporte parallèlement à elle-même dans un même 
plan , qui sera celui de la figure , et de telle sorte que les distances perpen- 
diculaires AA', AA", etc. , soient proportionnelles au temps , et puissent lui 
servir de mesure. U est facile de voir que si le mobile était doué d’un mouve- 
ment uniforme sur AE, pendant que cette droite se transporte il décrirait 
sur le plan EAT une ligne droite A mm". Car A'm' et A "m" étant deux espacés 
quelconques correspondants aux valeurs de t représentées par AA' et A/Y", ou 
aurait, par la définition du mouvement uniforme 

A 'ni A’W 

7CX r ~ AA” ’ 

ce qui exige que Us trois points A , mi, m ' soient en ligne droite. 

Mais si le mouvement du point matériel sur la droite AE n’est pas uniforme, 
ce point , pendant que AE se transporte , ne pourra décrire sur le plan AET 
qu’une ligne courbe telle que AM'M", qui aura pour abscisses les valeurs de t, 
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el pour ordonnées les valeurs correspondantes de e. Le rapport — , entre 

l'accroissement infiniment petit de l’ordonnée et l’accroissement correspondant 
de l’abscisse, représente comme on sait ï inclinaison, sur l’axe des abscisses AT, 
du l’élément de courbe qui a pour projection dt. 

Cette inclinaison , quoique variable d’un point de la courbe k l’autre , 
peut néanmoins être regardée comme constante dans toute l’étendue de l’élé- 
ment considéré , parce que cet élément est sensiblement rectiligne. De même le 

rapport ^ de l’espace infiniment petit de au temps infiniment petit dt, em- 


ployé à le parcourir, quoique variable d’un instant à l’autre, peut être regardé 
comme constant pendant le temps dt , et considéré par conséquent, comme 
l’expression de la vitesse pendant ce temps. 

4 . — Si le mobile, supposé d’abord placé au-dessus du point A, ou en gé- 
néral du côté où l’on compte les distances e positives, va en se rapprochant 
de l’origine, à des valeurs positives de dt correspondent des valeurs négatives 

de 

de de, puisque e diminue; et — est alors négatif. La vitesse dans ce cas doit 
être regardée comme négative. 

Si le mobile, supposé d’abord placé au-dessous du point A . ou en général du 
côté où l’on compte les distances e négatives, va en se rapprochant de l’origine, 
de est de signe contraire à e, c’est-à-dire positif, pour des valeurs positives 
de 

de dt; et par suite est positif. La vitesse dans ce cas doit être regardée 
comme positive. 

Si le mobile, toujours situé du côté des e négatifs va en s'éloignant de l’ori- 
gine, de est de même signe que e , c’est-k-dire négatif, pour des valeurs posi- 
tives de dt, et par suite — est négatif. La vitesse , dans ce cas, doit donc être 
regardée comme négative. 

En résumé, la vitesse doit être regardée comme positive, toutes les fois que 
. le mobile marche dans le sens des e positils; et elle doit être regardéecomme 
négative quand le mobile marche en sens contraire. 

5. — L’expérience nous apprend que lorsqu'un corps se meut dans une cer- 

De l'inertie. i( di U . . ,, , , 

force. taine direction avec une certaine vitesse , il conserve , ou du moins tend a ton- 
server d’autant plus longtemps cette direction et cette vitesse que les obstacles 


v 
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étrangers, tels que la résistance de l'air, le frottement, etc. , approchent plus 
d’être nuis ; et l’on est conduit à admettre que si aucune cause étrangère ne- 
venait modifier le mouvement de ce corps, il conserverait indéfiniment sa 
vitesse et sa direction primitives. 

L'expérience nous apprend aussi que si. un corps, qui était en repos, vient 
il se mettre en mouvement, c’est toujours en vertu d’une cause qui lui est 
étrangère. Cette propriété de la matière de ne pouvoir modifier d'elle même 
son état de mouvement ou de repos , est ce qu’on nomme l 'inertie. 

Toute cause qui tend à modifier le mouvement d’un corps, ou à le faire 
mouvoir s’il est en repos , est ce qu’on appelle une force. 

Il y a k distinguer, dans une force, 1 ° le point où elle agit, et que l’on 
nomme son point d’application; a» sa direction, c'est-à-dire la direction et le 
sens de la droite suivant laquelle le corps se mettrait eu mouvement s’il cédait 
à l’action de la force ; 3° l’intensité de cette force , ou le plus ou moins d’énergie 
de son action, quantité qui est susceptible d’être mesurée et exprimée en 
nombre comme les autres grandeurs, ainsi qu'on va le voir. 

La première idée que nous ayons de la force est celle de l'effort que nous 
sommes obligés d’exercer pour soutenir un corps contre l’action de la pesanteur, 
ou pour la pousser dans une direction déterminée , de manière à lui imprimer 
peu à peu une vitesse croissante. Dans l’un et l’autre cas, si l’on interpose entre 
ce corps et 1» main qui le soutient ou qui le pousse, un ressort par l'intermé- 
diaire duquel l’action soit obligée de s’exercer , ce ressort subira un certain 
degré de flexion, dépendant de l’intensité de l’effort; et il est naturel d’ad- 
mettre , que si deux forces , dans des circonstances identiques, produisent sift 
le ressort une flexion identique, ces deux forces sont elles-mêmes parfaitement 
égales. Si l'on conçoit maintenant queues deux forces égales agisscut simulta- 
nément et dans le même sens sur le ressort , de manière que leurs actions 
s’ajoutent, pour produire un nouveau degré de flexion , toute force qui , dans 
les mêmes circonstances , produira seule ce même degré de flexion, équivaudra 
à la somme des deux premières, et sera par conséquent le double de chacune 
d’elles. On comprend que l'on pourra constater de la meme manière qu’une 
force est triple, quadruple, d’une autre force; et qu’en prenant pour unité 
•de force celle qui est capable de produire sur un ressort counu une flexion 
déterminée, on pourra mesurer les forces comme on mesure les autres quantités, 
et exprimer par conséquent ces forces par des nombres. 

6. — Nous allons examiner maintenant les relations qui existent entre les 
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forces et le mouvement quelles produisent. Nous commencerons par le cas 
.où ces forces agissent constamment dans la direction de la vitesse du mobile , 
et où, par conséquent, le mouvement est rectiligne. 

L’expérience a appris que l’action d’une force sur un corps est indépendante 

de la vitesse que possède déjà ce corps ; en sorte que si cette force est capable 
d’imprimer au corps en repos , une certaine vitesse au bout d’un temps déter- 
miné, elle imprimera dans le même temps, à ce corps supposé en mouvement, 
une augmentation de vitesse précisément égale. 

Il résulte de ce principe que l'effet d’une force constante sur un corps déjà 
animé d’une certaine vitesse, est de faire croître cette vitesse de quantités 
égales dans des temps égaux ; ainsi , u désignant la vitesse initiale du mobile , 
si, pendant un instant A t , cette vitesse s’est accrue de A u, pendant un second 

instant A t , la vitesse croîtra encore de la même quantité A u ; et le rapport — 

A/ 

restera constant , quel que soit d’ailleurs le temps A t , tant que la force demeu- 

Au 

rera constante. Ce rapport —, que nous désignerons par 9, a reçu le nom 

d 'accélération ; il représente en effet l’augmentation de vitesse A u , quand le 
temps At pendant lequel on le considère est égal à l’unité. 

En représentant par F la force qui produit l’accélération 9, on voit que si F 
est constant, 9 sera constant aussi. Si la force F varie pendant la durée du 
mouvement, l'observation fait voir que le rapport 9 varie de la même ma- 
nière, c’est-à-dire que les valeurs de 9 demeurent proportionnelles aux valeurs 

de F. 

Ceci démontre que si l’accélération 9 est constante , elle est produite par une 
force constante. 

La chute d’un corps pesaut, dans le vide, offre l’exemple d’un mouvement 
dans lequel l’accélération est constante. A l'observatoire de Paris , cette accé- 
lération est de g”, 8088 par chaque seconde sexagésimale. On a l’habitude de 
représenter ce nombre par ^ ; ainsi l'accélération due à la pesanteur, est à 
Paris, g = g" ,8088. 

On en conclut que la force qui agit sur le corps pour déterminer sa chute , 
est une force constante , ou que le poids d’un corps reste le même pendant 
toute la durée de sa chute. 

Si p désigne le poids d’un corps, et F la force capable de lui imprimer, 
dans une seconde sexagésimale, une accélération représentée par 9, en vertu 


X 

A 
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m 


de la proportionnalité entre les valeurs de la force et celles de l'accélération , 
on aura 

r F ... F 

g P P 

L'expérience démontre encore que si une même force F agit successivement 
sur deux corps de poids différents p et p, les accélérations 9 et 9' qu’elle leur 
imprimera seropt en raison inverse de ces poids; en sorte qu’on aura 




ou , en mettant pour 9 sa valeur^- F , 


'-f 


g F 


Ainsi la relation 9 = — , qui subsiste pour un même corps quand on fait 
P 

varier la force F, subsiste encore en passant d'un corps i» l’autre; et par consé- 
quent les lois du mouvement rectiligne due & une force qui reste constante 
pendant la durée du mouvement, se réduisent à cette équation unique 

*F 


au 

ou — = 

ir p 


■j. — Dans tout ce qui précède , nous avons supposé que la force agissait dans 
le sens même de la vitesse'; si elle était dirigée en sens contraire , au lieu d'un 
accroissement de vitesse, elle produirait une diminution; la quantité \u , et 

par suite — ou 9 devrait donc alors être prise avec un signe contraire à celui 

de la vitesse initiale u. 

Si l’on convient de regarder F et u comme positif, quand le sens de leur 
direction est celui suivant lequel croissent les distances e positives, comptées 
de l'origine, et de les regarder comme négatives quand elles ont un sens opposé, 
les quantités F et 9 seront toujours de même signe , et la relation 


AU 

AT 


gP_ 

P ' 


subsistera pour les signes comme pour les valeurs absolues. 

8. — L’accélération ^rdueà la pesanteur n'est pas la même en tous les points 


si 

, A *' 


f 


V 




<% 

« 
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de la surface du globe : à l'équateur , par exemple , elle est un peu moindre qu’à 
Paris. Mais on observe que lorsque la quantité g varie , le poids des corps varie 


dans le même rapport ; en sorte que pour un même corps , le rapport ^ de 

S 

sou poids à l'accélération g est une quantité constante , quel que soit le point 


du globe où l'on suppose ce corps transporté. Ce rapport -, variable d'un corps 

S 

à l'autre , mais constant pour le môme corps , est ce qu’on nomme la masse 
de ce corps. Comme on emploie communément ce terme pour désigner la 
quantité de matière qui compose un corps, il est bon de montrer sur quoi est 

fondée cette dernière manière de considérer le rapport -. 

Si l'on réunit en un seul deux corps parfaitement identiques, en sorte qu'on 
soit certain d’avoir ainsi une quantité de matière double de chacune des deux 
premières, on observe que le poids total est double de chacun des deux poids pri- 


mitifs, sans que l'accélération soit changée; en sorte que le rapport - a doublé , 

8 

en môme temps que la quantité de matière. En général , on observe pour des 


corps de même substance, que la quantité de matière et le rapport - varient 

S 

proportionnellement, en sorte que celui-ci peut servir de mesure à celle-là. 
Lorsqu’il s’agit de substances différentes , on ne peut plus affirmer , à la vérité , 

qu’une valeur double de - soit due à une quantité double de matière; mais 

l'analogie conduit à l'admettre; et c’est la seule manière d’ailleurs de s’expli- 
quer comment le poids a doublé sans que l'accélération ait changé. 

La quantité de matière, ou la masse, peut donc être représentée par le rap- 


port -, que l’on désigne ordinairement par la lettre m. On peut dire que la 

masse d’un corps est le poids qu’il aurait si l'on pouvait le placer à une dis- 
tance de la terre telle que l’accélération g de la pesanteur devint égale à l'unité 


de longueur ou au mètre; car dans ce cas le rapport — se réduirait au numé- 

8 

rateur p. 

9. — On prend pour unité de poids, et en général pour unité de force, le 
kilogramme, ou le poids d'un litre d'eau distillée, à 4“.' de température, ce 
poids étant mesuré à l'observatoire de Paris. 
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L'accélération <j> est une longueur: c’est celle que le mobile parcourrait dans 
une seconde , s’il était animé pendant cette seconde de la vitesse dont s’accroît , 
pendant ce môme temps, celle du mobile soumis à la force F. L’unité de 9 est 
donc le mètre, comme l’unité de g ou de 9", 8088. 

p 

L’équation 9 = g — est donc homogène , et exprime l’égalité de deui lon- 
gueurs , puisque le rapport ? est un nombre abstrait. 

Cette équation peut prendre une autre forme lorsqu'on y introduit la notion 

de la masse. Si l’on pose — = m , elle devient 
fS 


9 = — ou bien encore F : 
m 


. 7 »?. 


variable d'intensité et 
le iMUTemenî qu elle 
produit. 


10. — La force F , au lieu d’être constante , peut varier d'intensité à chaque *”!” "*? * ,r< * 

instant, sans cesser d’avoir la direction constante de la vitesse du mobile. 

Si l’on conçoit que le temps soit partagé en. très-petits intervalles At , on 
poarra admettre qne la force F reste sensiblement constante pendant la durée 
de Al, et dès lors ou aura, pendant cet intervalle de Jemps 


Au 

17 


ou — - = g - 


et cela , quelque petit que soit cet intervalle Al. 

L’observation avantmontré, en eilèt, que cette relation subsiste pour de très- 
petits intervalles de temps, il est naturel d’admettre qu’elle subsistera encore 
pour des intervalles de temps infiniment petits, et qu’on aura rigoureusement 

- du F 

H ~ e ~p ' 

le rapport ^ désignant la limite de ~ , lorsque Al approche indéfiniment 
de zéro. 

Cette formule se trouve d’ailleurs suffisamment justifiée par les conséquences 
qu’on en tire, et qui toutes sont d’accord avec les effets observés, ainsi qu’on 
le voit par la suite des applications dynamiques. Il est facile de reconnaître 
qu’elle subsiste pour les signes comme pour les valeurs absolues. 

‘ • 9 
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Elle permet de résoudre toutes les questions que l'on peut se proposer sur 
le mouvement des corps en ligne droite. Nous n’insisterons pas sur ses appli- 
cations ; on les trouvera dans tous les traités de Mécanique. Nous indiquerons 
cependant les deux problèmes principaux, afin de faire remarquer à quelle 
unité de mesure chaque quantité doit être rapportée. 

Pnncipiuk problème» iî. — Premier PROBLÈME. La force F étant donnée , déterminer le mou- 

corp* «d ligne droite. VCflîCnt produit • 

Supposons d’abord que la force F soit constante, et donnée en kilogrammes, 
ainsi que le poids p du mobile. Nous avons vu ( § 6), que l’accélération de vi- 

F 

tessé par seconde, est alors constante et égale kg—, qui exprime un nombre 
• de mètre» comme g. 

Si t désigne le nombre de secondes écoulées depuis l’instant où la vitesse du 
mobile était sa vitesse au bout de ce temps étant u, l’accélération de vi- 
tesse u — h., relative au temps t, sera donc exprimée par g^-.t, et 
l’on aura 


“ = “.+*-*• 


(D 


Si e est le chemin décrit par le mobile depuis l’instant à partir duquel on 
compte le temps t, et où la vitesse est « 0 , comme on a (§ 3) 


de 

“ = 5’ 


on en déduit, en intégrant , 


F e 

e = u.t+g--. 


(*>. 


Le mouvement que cette équation représente est celui que l’on nomme uni- 
formément varié. La chute verticale des corps pesants dans le vide en ofTre 
l’exemple le plus remarquable. 

Si , comme nous l’avons supposé , la force F agit dans le sens de la vitesse 
initiale l’espace e croit indéfiniment avec t , en restant toujours positif. Si, 
au contraire, la force F agit dans un sens opposé à celui de la vitesse initiale u., 
on devra dans l'équation (i) changer le signe du terme où entre la force F. 
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L' espace e «ura dans ce cas une valeur positive maximum. Lorsqu’il l'aura 
atteinte, le leinps t continuant à croître, e diminuera, deviendra nul, puis 
négatif, et croîtra ensuite iudéKnimcut dans le sens négatif. 

On peut remarquer que lorsqu'un corps part du repos, et se trouve soumis à 
une force constante F, on a simplement 


et 


Fr 

*r 


Fr’ 

t — g - 

* p 2 


Ainsi , la force F peut être exprimée par 


F = 


‘Je 

g''* 


Pour le mouvement des corps pesants , qui tombent verticalement dans le 
vide, on a F =p, et alors les équations (t) et (a) se réduisent , en supposant 
«.= o pour plus de simplicité, à 


u=gl et t — — . 
« 8 


En éliminant t, on obtient 




u = 1/ 2 ge. 


On prouve facilement que si le corps est lancé de bas en haut avec une vitesse 
initiale u , la hauteur maximum à laquelle il parviendra avant de redescendre, 
sera aussi donnée par l'équation * 

u' 

e ~ 

• * . » / 

Cette relation entre l’espace e et la vitesse u est d’un usage très- fréquent en 
Mécanique. On a 1 habitude de représenter par h , pour le cas des corps pesants, 

• u’ 

ce que nous avons désigné en général par e. L’expression — se nomme la 

% 

hauteur due à la vitesse u; et l’expression |/ a gh se nomme la vitesse due à 
la hauteur h. 
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Supposons maintenant que la force F soit variable : elle pourra être donnée, 
soit en fonction du temps t, soit en fonction de l'espace e , soit en fonction de 
la vitesse u. Dans les trois cas, on aura (5 10 ), 


du F 
• ou — = g . 

dt 6 p 


(3) 


Si F est donnée en fonction du temps, de manière qu’on ait F ** fU), l’équa- 
tion (3) deviendra 


et donnera 


et par suite 


du =- /(O*, 
P 


:+îf* 

P JO 




I 5= U.» -f £ ( dt f /(t) dt. 
P JO JO 


Si F espionnée en fonction de l’espace e , da manière qu’on ait F = f{e), 
on multipliera le premier membre de l'équation (3) par u, et le second par 

son égal ; il viendra 

udu st £ f(e) dt , 

P 

et si u. est la vitesse correspondante à l’espace e , , on aura , en intégrant , 

- a * 

= /"(e) dt. 

Ota en tire 


î “ f* At)de ' 

P Je* 


et par suite 


dt = 


tU 




FJ*, 
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d'où 


P * - 

*V«.r + îfp /(«)* 

P\Jc° 


Si la force F est donnée en fonction de la vitesse u , de manière qu’on ait 
F =f(u), l’équation (3) devient 


d’où l'on tire 


di~ p - —, 

g A*)' 


et si u. est la vitesse initiale , correspondante à t — o , on trouve, en intégrant, 

Si l’on peut effectuer l'intégration , et dégager u de manière à obteni’ 
u — i}(f) , ou , ce qui revient au même — = tji (t)i on en déduira 

« = J‘*{!)*. 

12. — Sbcoud problème. Le mouvement du corps étant connu, à priori , 
trouver la force à laquelle il est soumis à chaque instant. 

Puisque le mouvement est connu, l’espace e peut être regardé comme 
donné en fonction du temps, en sorte qu’on a e »/(<)• On en déduit, parla 
différentiation , 


^ oa a =*_/■’ (!) ti • -j- ou t — y” Mi 

F „ 


et puisque l’accélération <j a pour expression g. — , il vient 


d’0Ù F = £.ff"(t). 
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Ici, comme t est toujours un nombre de secondes, et que f(j) exprime une 
longueur, puisqu'on a les dérivées f (/) et /”(<) exprimeront aussi 

des longueurs , et F sera un nombre de kilogrammes, ayant pour valeur le 


/"(*) 

poids p multiplié par le rapport- -de deux longueurs, c’est-à-dire par un 

9 , ■ 


nombre abstrait. 

Si le corps monte ou descend veiticalemeut, son propre poids p sera déjà 
une force qui agit nécessairement sur lui; de sorte que si l'on veut connaître la 
force P qu’il faut ajouter à ce poids, ou en retrancher b chaque instant pour 
faire monter ou descendre le corps avec un mouvement donné, on aura pour 
déterminer cette force l’équation 


P -F f = £/"(<) «foi. r=p (O) _ ) | 
g L g J 

Ainsi , suivant que J' 1 (l) sera plus grand ou plus petit que g, la force P sera 
positive ou négative; c’est-à-dire qu'elle agira dans le sens de p ou en sens 
contraire. 

Si, par exemple , un corps est posé sur un plan horizontal , et que celui-ci 
descende d’un mouvement uniforme, la pression que ce plan produira de bas 
en haut contre le corps , ou que ce corps produira de haut en bas sur le plan , 
sera égale à son propre poids, comme dans le cas où le plan sur lequel le corps 
repose serait entièrement immobile. En effet : puisque le corps est supposé 
descendre d'un mouvement uniforme, c'est-à-dire, de manière que l’espace 
froisse de quantités proportionnelles aux temps, l’équation de son mouvement 
est de la forme 

« = e. -f At, 

c'est-à-dire que la fonction f(t) , devient dans ce ca* e, -p A/. On a donc 


/* (t) = A et y (/) = 0. 

Par suite la pression F' que le plan exerce sur le corps, devient F'= — p, celle 
que le corps exerce sur le plan est drwc 4- p, c'est-à-dire égale au poids même 
du corps. fc 

Du mouvement en ligne courbe. 

, f J» 

1 3 .— Nous avons supposé jusqu'ici que la force agissait dans la direction 
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même de la vitesse du mobile , et c'est dans ce cas particulier que le mouve- 
ment est rectiligne. Nous allons examiner maintenant ce qui arrive quand la 
force agit à chaque instant dans une direction différente de celle de la vitesse , 
cas où le mouvement produit est curviligne. Mais il est nécessaire d'abord d’é- 
tablir quelques notions nouvelles sur les vitesses et les forces. 

Lorsqu’un point matériel est animé, dans l’espace, d'une vitesse ^ que nous 

désignerons par u , et dont la direction fait avec trois axes coordonnés rectan- 
gulaires des angles a, 6, y, si l’on projette il chaque instant sur ces axes la 
position du mobile, on pourra regarder chaque projection comme un point en 
mouvement sur l'axe correspondant. La projection du mobile sur l’axe des x , 
par exemple , décrira sur cet axe pendant le temps infiniment petit dt un che- 
min infiniment petit dx , qui ne sera autre chose que la projection du chemin 
infiniment petit de réellement décrit dans l'espace par le point matériel lui- 

même; et la vitesse de la projection considérée aura pour valeur — , d’après 

cc qui a été dit plus haut ( § 3 ). 

Les vitesses des projections du mobile sur les trois axes seront donc ; 


Composition tirs n> 
tlKM 


dx tfy dz 
dt' dt' dt’ 


et comme on a 


dx = dt . cos a , dy — de. co»j5, dz = de . co»y, 


on aura aussi 


dx • dt dr de dz de 

dt dt dl dt dt dt ' 

ou , en représentant par u, v, w, les vitesses des projections, 

u — t-cosx, e = voo»,5, wskcm). 


de 


Ces projections, sur les trois axes , de la vitesse « ou , se nomment aussi 

scs composantes , suivant ces axes; et, d’après la théorie des projections, on 
voit que la vitesse u est la diagonale du parallélipipède rectangle construit sur 
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sés trois composantes. Il en résulte que l’on a 

u = l^u' -f- v' -f- , • ! • 

ou 

S-'Wï ©' + ($)' . ' 

Supposons maintenant que, tandis que le point matériel se meut, par rap- 
port aux axes coordonnés, avec une vitesse u , qui fait des angles a, (3, y avec 
les axes , ceux-ci soient eux-mêmes animés d’un mouvement qui , sans changer 
leurs directions , transporte leur origine dans l’espace avec une vitesse U , faisant 
avec des axes fixes parallèles aux axes mobiles des angles que nous nomme- 
rons a, b, c. Le déplacement total du mobile dans le sens des x, par exemple, 
se composera évidemment de son déplacement dans ce sens par rapporté l’o- 
rigine mobile, plus du déplacement de celte origine elle-même, dan» ce même 
sens , par rapport aux axes fixes ; on en pourra dire autant pour chacune des 
deux autres directions rectangulaires des j- et des x; en sorte que la vitesse 
réelle et effective du mobile dans l’espace , aura pour composantes , suivant les 
trois axes fixes , les quantités 

. • . ’ ' 4 • 0 * 

U cos a -f- •» cos a , U cos b -f- *> cos p , Ueosc 4- «C 0 S 7 . 

Or, soient MA et MB (fig. a), les espaces que parcourrait en une seconde le 
mobile M , s’il conservait pendant ce temps l’une ou l’autre des deux vitesses U 

et u. Menons AB égal et parallèle à MB et joignons MB’. L'expression 

« 

U cos a -f- vcosa, 

qui exprime la projection sur l'axe des x de la ligne brisée MAB’ ($ 3), exprime 
aussi, d'après la théorie des projections, celle de MB' sur le même axe. Les 
expressions 

, IJ cot b + u eos p et licosc «COS 7 , 

expriment pareillement les projections de MB' sur les axes des y et des x. 
Cette droite MB' est donc celle que parcourrait le mobile en une seconde, s’il 
était soumis pendant ce temps aux vitesses simultanées U et u ; c’est-è-dire que 
si MA et MB représentent ces vitesses simultanées, MB’ représente la vitesse 
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réelle qui en résulte, ou la résultante des vitesses U et que l’on nomme 
ses composantes. 

On voit que pour obtenir cette résultante, il faut placer les deux compo- 
santes U et « bout à bout , comme elles le sont en MA et AB' , et joindre par 
une droite les extrémités de la ligne brisée. Cette résultante peut également 
être considérée comme la diagonale du parallélogramme construit sur les com- 
posantes U et « , c’est-à-dire MA et MH. 

Si le point mobile était animé de trois vitesses simultanées, ou ferait voir 
de la même manière que la vitesse qui eu résulte peut s’obtenir en plaçant ces 
vitesses MA, MB, MC, bout à bout dans leurs propres directions en MAffC 1 , 
de manière à former une ligne brisée, et en joignant par une droite MC' les 
extrémités cft cette ligne brisée. Celte résultante MC peut aussi être considérée 
comme la diagonale du parallélipipède oblique qui aurait pour arêtes les 
trois vitesses composantes MA , MB , MC. 

Ce qu’on dit de trois vitesses simultanées pourrait se dire de quatre et d’un 
nombre quelconque , la résultante sera toujours la droite qui joindra les extré- 
mités de la ligne brisée , formée en plaçant les vitesses composantes bout à bout. 

14.— - Cette relation entre les vitesses simultanées et la vitesse réelle, ou <*«■ fo,M * 

*entre les vitesses composantes et leur résultante, existe aussi entre les forces, 
comme nous l’allons faire voir. 

Si l’on convient de représenter l’unité de force par une certaine unité li- 
néaire, chaque force pourra être représentée par une longueur contenant 
autant d’unités linéaires que la force contient d’unités de force, ou de kilo- 
grammes. Si de plus qn porte cette longueur sur la direction même de la 
force, à partir de son point d’application, cette force se trouvera représentée 
par cette longueur en intensité et en direction. 

Cela posé, lorsque plusieurs forces agissent à la fois sur un même point ma- 
tériel, supposé d’abord immobile , on Conçoit que c* point matériel ne puisse 
se mettre en mouvement que dans un* direction unique , et que les choses se 
passent par conséquent comme s’il était soumis à l’action d’une force unique 
agissant dans cette direction. Un système de forces simultanées peut donc tou- 
jours être remplacé par une force unique, à laquelle on donne le nom de ré- 
sultante ; les forces simultanées qu’elle remplace sont appelées scs composantes. * 

Nous avons, à nous occuper dœ relations d’intensité et de direction qui existent 
entre les forces composantes et leur résultante 

3 * 


« 
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>5. — Considérons d’abord le cas très-simple de deux forces égales P et F, 
appliquées à un même point m, et faisant entre elles un angle a, équivalant 
au tiers de quatre angles droits. Ces forces sont représentées en grandeur et 
en direction par les longueurs m P, m F (fig. 3). 

Si l’on conçoit une troisième force m P' égale à chacune des «leux premières, 
et faisant avec chacune d’elles un angle égal il «, à cause de la symétrie de la 
ligure , il est évident que le point matériel m lie pourra prendre aucun mou- 
vement , et que par conséquent les deux forces P et F détruisent l'elfe I de la 
force F'. Mais l’elfet de la force F' serait évidemment détruit aussi par une 
force P"’ «‘gale et opposée. 11 en résulte que les deux forces P et P' peuvent être 
remplacées par la force unique F”, et que celle-ci est conséquemment leur 
résultante. • 

Celte force P étant dirigée suivant le prolongement de F', divise l’augle a 

2 

en deux parties , dont chacune vaut - d’angle droit; et comme les ligues mP, 

<1 * 

m F, mP’’, sont «égales, les triangles P/nP", FmF" sont équilatéraux, et for- 
ment par leur réunion un losange PmP'P ". On voit donc «jue la résultante ml 1 • 
des forces mP et ;nF peut s’obtenir en plaçant celles-ci bout à bout dans leurs 
directions propres, suivant /nFF”, et en joignant les extrémités «le cette ligu«i 
brisée par une droite mV". Cette résultante peut encore être considérée commp 
la diagonale du pat al kilogramme construit sur les composantes mP, mV. 

Nous allons démontrer que celte relation est générale, et que la résultante 
de deux forces simultanées agissant sur un meme point matériel est re- 
présentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme 
construit sur tes droites qui représentent ses composantes. 

Je dis d’abord que si cette proposition est démontrée pour deux forces 
égales P et F faisant entre elles un angle quelconque a , «-lie subsistera pour 
deux autres forces égales quelconques Q et Q' faisant entre elles ce môme angle, 
ce qui revient à démontrer que les résultantes de ces deux systèmes de forces 
égales seront proportionnelles h ces forew; car , quant à la direction «le la 
résultante, elle se confond évidemment av«»c la bissectrice de l’angle a formé 
par les deux composantes , puisque celles-ci sont égale», et qu'il n’y a aûcune 
raison pour qu’elle se rapproche plus de l’une d’elles que de l’autre. 

. Or, en supposant d'abord que les forces P ctQ arienl une commune mesure F, 
contenue un nombre p de fois dans la première, et un nombre ÿ de fois dans 
la seconde, si l’on remplace chattinc des forces P, F du premier système par p 
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forces égales à F et de môme direction que Pou P, les petites forces F, prises 
deux à deux, se composeront en une seule r, dirigée suivant la bissectrice de 
l’angle «; et la résultante totale de ces résultantes, laquelle se composera évi- 
demment d'autant de fois r qu’il y a d'unités dans p , sera la résultante totale 
du système P, P. On démontrerait de la même manière que la résultante du 
système Q , Q’ se composera d'autant de fois r qu’il y a d’unités dans : d’où 
il suit que les résultantes des deux systèmes P, P et Q, Q 1 sont entre elles 
comme p est à t ] , et par conséquent comme P est à. Q. 

La proposition s’étendrait sans peine au cas de l’incommensurabilité. 

On peut maintenant faire voir que si la proposition est vraie pour des forces 
égales P et P' (fig. 4) faisant entre elles un angle « , elle le sera pour deux 
forces égales P, P faisant un angle moitié moindre. 

D’abord , lu résultante des forces P et P’ sera dirigée suivant la bissectrice 
mQ de l’angle PmP’. 

Concevons qu'il y ait suivant mP" deux forces égales à P : leur résultante 
sera représentée par amP" ; d’ailleurs la résultante des forces P et P est repré- 
sentée par umA : la résultante de ces quatre forces sera donc représentée 
par amF'-|-3mA. r Or, si du point B, où PP’ rencontre mQ, on abaisse 
BA' perpendiculaire sur mP 1 ’, on aura m A + mP’ = 2 mA! ; par conséquent, la 
résultante totale dont on vient de parler sera représentée pa t J^mA. 

Mais cette résultante pourrait encore s’obtenir en cherchant la résultante Q 
de P et de P", lu résultante Q’ de F et de P”, puis la résultante de Q et de Q". 
Or Q et Q' font le même angle que P et P' ou que P' et P" ; si donc mB 1 re- 
présente la moitié de la résultante de P et P", et mB" le quart de la résul- 
tante de Q et Q' , on aura , en vertu de ce qui a été établi tout à l’heure 

2/nH’ _ tmB' mtr _ mB" 

mP 1/nlS ° U mP — mB' ’ 

d’où il suit que les triangles B'mP et b"mB' , qui ont l’angle en m égal , sont 
semblables. Mais mB", qui représente le quart de la résultante totale, doit être 
égal à mA' qui représente aussi ce quart; ceci exige que le point B" se confonde 
avec le point B ( les triangles B’mP et B"mB' sont alors remplacés par les 
triangles rectangles BmP , A'mB)."La résultante des forces P et P" doit donc 
être représentée par le double de mB, c’est-à-dire par la diagonale du paral- 
lélogramme construit sur mP et sur mP”. 

La proposition étant établie pour des forces égales, faisant entre elles 


1 
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l'angle s'étendrait de la même manière à des forces égales faisant entre 


elles Jes angl 



a 



a 

2 * 


; l'angle auquel on s’arrête pouvant devenir aussi 


petit que l’on voudra 

Nous allons démontrer maintenant que la proposition étant vraie pour les 
angles a , |3 et a-f |3, le sera aussi pour l’angle s-f af5. 

En effet, considérons le système des quatre forces égales P , P», P, , P , , qui 
agissent surle point m. Soient les angles P'mP,= j , P/nP’=P,mP',=j3; soient 
mQ et mQ, les bissectrices des angles PmP et P,mP ,. On aura QmQ, =a-f(3 
et P/nP, = a-f aj3. Joignons. PP' qui sera perpendiculaire en B sur mQ, joi- 
gnons P*P., menons-lui la perpendiculaire >nP"’ , et des points P et B abais- 
sons sur mP ' 1 les perpendiculaires PA et BA'. 

La résultante des forces égales P' et P',, qui font l’angle * , sera amP"' ; celle 
des forces égales P et P', ou P, et P',, qui font l'angle (3, sera a)nB. Appelons 
Q et Q, ces deux dernières résultantes. La résultante de Q et Q t , qui font 
l’angle a + S , sera .jmA'; or, cette dernière, devant être la résultante totale, est 
égale à la résultante du système P., P,, plus à celle du système P , P, : d’où il 
suit que la résultante de P, P,, qui font l'angle équivaut à /\mk‘ — imP'”, 

c'est-à-dire à m\, puisque la somme mA -f mP' équivaut à 2 mA'. 


D’après cela, la proposition étant vraie pour les angles o, — , sera vraie 

t, » 3* . i . 5a 

pour langle puis pour langle ÿ, pour I angle — , et en général pour 


l’angle — . Or, ce dernier peut approcher autant qu’ou le voudra d’un angle 


donné, quel qu’il soit; caria fraction 


augmentant de —, c’est-à-dire dune 


quantité aussi petite qu’on voudra , quand m augmente d’une unité, peut 
croître de o à l’infini par degrés aussi petits qu’on voudra , c’est-à-dire d’une 
manière continue. 

On peut actuellement montrer que lu proposition qui nous occupe est vraie 
[jour deux forces inégales quelconques P et P' (fig. 5) , faisant entre elles 
un angle droit. . , * 

Tirons , en effet , les deux diagonales du rectangle construit sur mPet/nP'; 
du point B, milieu de ces diagonales , abaissons sûr mP la perpendiculaire BA, 
et sur mP la perpendiculaire BA'; par le point m menons une parallèle à PP’, 


i 
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èt prenons sur cette parallèle mB'= mil = mB. On voit facilement que mP 
serait la diagonale du losange inachevé mBPB", et que, par conséquent, 'la 
force représentée par mP peut être considérée comme la résultante tle deux 
forces égales représentées par mB et par mB". De même la force mP peut être 
regardée comme la résultante de mB et de mB'. Les deux forces mP et mP’ 
peuvent donc être remplacées par quatre forces, savoir: t° les forces mB' et 
mB", qui étant égales et opposées sont sans effet et peuvent être supprimées; 
a" deux forces représentées chacune par mB, et qui équivalent par conséquent 
il une force unique représentée par m Q, c’est-à-dire par la diagonale du rec- 
tangte construit sur mP et sur mP'. 

Enfin, on peut passer au cas de deux forces inégales, faisant entre elles un 
angle quelconque. Soient mP et mP' (fig. 6) les droites qui éeprésentent ces 
deux forces; construisons le parallélogramme mPQP'; menons B.MB' perpendi- 
culaire à la diagonale m Q; des points P et P', abaissons sur MQ les perpendicu- 
laires PA, P' A', et menons à cette diagonale les parallèles PB, P'B'. En vertu 
de ce qu’on vient d’établir, on pourra regarder mP comme la résultante des 
forces rectangulaires m A et mB; on pourra regarder de même mP' comme 
la résultante de mA' et mB'. Or les forces mB et mB' étant égales et opposées 
peuvent être supprimées, et il ne reste que les forces m A et m A 1 , qui donnent 
une force unique égale à leur somme, c’cst-à-dire à la diagonale m Q du paral- 
lélogramme construit sur mP et mP' : car mA' — AQ. 

Ainsi, en général , la résultante de deux forces quelconques agissant au même 
point, et représentées en intensité et en direction par des droites, est repré-' 
sentée elle-même par la diagonale du parallélogramme construit sur ces droites. 
En d’autres termes, on obtient cette résultante en plaçant bout à bout, cha- 
cune dans sa direction propre , les droites qui représentent les deux forces , et 
en joignant par une troisième droite les extrémités de la ligne brisée ainsi tracée. 

* Si l’on avait à composer en une seule trois forces appliquées en un même 
point , on composerait les deux premières par la règle précédente, et l’on com- 
poserait ensuite la résultante des deux premières avec la troisième. On opére- 
rait d’une manière analogue quel que fût le nombre des forces simultanées qui 
agissent sur le point matériel considéré; et l'on reconnaît sans peine que la 
construction se réduit à placer bout à bout, chacune dans sa direction propre, 
les droites qui représentent les différentes forces, et à joindre par une ligne 
droite les extrémités de la ligne brisée ainsi obtenue: cette dernière ligne 
représente leur résultante en grandeur et en direction. 
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i6. — On conclut de cette règle, et de la théorie comme des projections, que 
la projection sur un axe quelconque de la résultante de tant de forces qu'on 
voudra , est la somme des projections de ses composantes sur le même axe, en 
regardant comme négatives les projections des forces qui font un angle obtus 
avec le sens du côté duquel tombe la projection de la résultante ; et qu'on 
prend ainsi pour le côté des projections positives. 

On conclut encore, comme application de la composition des forces, qu'une 
force peut être remplacée par trois autres, dirigées suivant trois axes rectangu- 
laires entre eux , et égales aux projections delà force primitive sur ces trois 
axes. Cette décomposition d’une force en trois autres est d’un usage fréquent 
en Mécanique. 

On a souvent besoin de décomposer une force donnée en trois autres, dont 
l'une soit dirigée suivant une droite donnée. Cette décomposition peut se faire 
d'une in fi iùt é de manières, si les angles des composantes entre elles restent 
arbitraires; mais il n’y a plus qu’une seule solution , si les trois composantes 
doivent être rectangulaires. C’est pour cette raison qu’on désigne ordinairement 
en Mécanique par la dénomination absolue de composante d’une force Q sui- 
vant une droite mP, la force qui, composée avec deux autres forces rectan- 
gulaires entre elles et sur la première, donnerait pour résultante la force Q. 
Cette composante n’est autre chose que la projection sur l’axe mP de la 
droite qui représente la force Q. 

On décompose souvent aussi une force donnée en deux autres seulement , 
l'une dirigée suivant une droite m P, l’autre perpendiculaire à cette droite; il 
est entendu que, dans ce cas, la force donnée et ses deux composantes sont dans 
un même plan. 

Enfin , les principes de la composition des forces ont été établis dans la 
supposition que le point matériel auquel ces forces sont appliquées u’élait 
animé d’aucune vitesse. Mais si ce point matériel était en mouvement, les , 
principes démontrés subsisteraient encore; car, c’est une vérité expérimentale 
que les forces agissent sur un corps en mouvement comme elles agiraient sur 
un corps en repos: les lois de la composition et de la décomposition des forces 
sont donc les mêmes dans les deux cas. 


K<pialion« du mou ve- 
inent cnrvilipne. 


ij . — Lorsqu’un point matériel est en mouvement, et que sa vitesse vient 
è changer de valeur sans changer de direction, nous avons vu qu’en vertu de 
l’inertie de la matière, ce changement ne pouvait avoir lien sans l’intervention 
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d'une force dirigée suivant la droite même parcourue par le mobile.' Si la 
vitesse vient k changer de direction , quelle change ou non de valeur , ou peut 
aiiirmer de même que ce changement est dû à un» force , et que cette lorce 
agit dans une direction différente de celle de la vitesse initiale du mobile. 

Pour découvrir la relation qui existe entre cette force et le mouvement , né- 
cessairement curviligne , qu’elle produit, nous aurons de nouveau recours à ce 
principe déduit de l’expérience : que l'action d’uuu force sur un corps animé 
d’une vitesse est la même que sur ce corps en repos; c’est-k-dirc que ,' pour un 
observateur qui serait anime lui-même de la vitesse que possède le corps k 
1 instant où la force agit, ce corps paraîtrait obéir k Faction de la force, comme 
lorsqu’il part du repos. 

Gela posé , concevons des axes rectangulaires de direction constante, mais 
dont l'origine soit animée d’une vitesse égale et parallèle à celle que possède le 
corps k l’instant où la force; agit; désignons par », j3, y, les angles que fait 
la force F avec ces qxe s. Cette force , dans un intervalle de temps infiniment 
petit dt , pourra être regardée comme constante ; il en sera donc de même de 
ses composantes 

Fcosa, F cos, 9, Feosy: . 

par conséquent les composantes de la vitesse apparente ou relative communi- 
quée au mobile dans le temps dt auront pour expression (§ 10 ): 


g 


Fcosa 

P 


dt. 


g^sîdt. 


g 


F co s 7 
P 


dt. 


Or, en vertu du principe que nous venons d’invoquer, la vitesse que produirait 
la force F, si le point matériel sur lequel elle agit était en repos, coexiste avec 
celle dont ce point matériel est déjà animé : en sorte que leurs composantes 
s’ajoutent ( § i3); et comme celles que nous venons d'écrire se rapportent au 
temps infinimeut petit dt, elles sont les différentielles des autres par rapport 
au temps t. Si donc on désigne par u , v , w, les composantes suivant les axes 
de la* vitesse possédée par le mobile k l’instant où la force agit , on aura 


(A) 


F C05 7 _ 

dv 

F coüS , 

nr * fit 

-g. —j-ttt. 

*• p 

du F ûo$ z 

dv 

F co* ? 

dt 

dt 

P ’ 


F coj 7 


dt, 


dt ^ p 


* 
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Si Tou compara ees équations à celle du n 10, on pourra les traduire en 
disant : que la projection de l’accélération de vitesse dans le sens de chaque 
axe , pendant le temps infiniment petit dt , peut être regardée comme celle 
que prendrait le mobile, déjà animé suivant cet axe' de la vitesse composante 
de celle qu’il possède dans l'espace, s’il venait à être soumis pendant le temps dt 
à l'action de la composante de la force P suivant cet axe. 

Les équations (A) renferment toutes les lois du mouvement d’un point ma- 
tériel soumis à une force qui n’agit pas dans la direction de la vitesse possédée 
par ce mobile , c’est-à-dire toutes les lois du mouvement curviligne d'un point 
matériel. 

Mouvement <t«« corpi , 8 . — Nous donnerons un exemple de fugace de ces équations en cherchant 

petioli dint l« fid« * u 1 

à déterminer le mouvement des corps soumis , dans le vide, à la seule action 
de la pesanteur. 

Prenons Taxe des z vertical , et comptons les $ de bas en haut. En remar- 
quant que F = p , on voit que les équations (A) deviennent 


du 

Tt 


= °. 



dw 

S = ~ g 


On en tire par l'intégration, en désignant par p., w,, les composantes de 
la vitesse initiale 


ou 


u= u„ v = w as w,— gi, 


dx 


4r 


Jz 


dt ~ u " dl~ dl~ w ‘ 


Si Ton prend pour origine des coordonnées fixes x, y, z, la position ini- 
tiale du mobile , c’est-à-dire celle qui correspond à t = o, ou à l’instant où Ton 
commence à compter le temps t , on trouve , en intégrant de nouveau , 

C 

x = Uj, J =*'.<, Z=W't—g~. 

En éliminant t entre ces trois équations,' on obtient . 



La première de ces équations est celle d’un plan- vertical dans lequel le 
mouvement s’exécute ; si Ton prend ce plan pour celui des z , x , ce qui revient 
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à fairev„ = o, la seconde équation est celle de la courbe décrite dans ce plan 
par le mobile, courbe que l'on nomme en général sa trajectoire, et qui, dans 
l’exemple présent, est, comme on peut le voir, une parabole dont l’axe est 
vertical. , 

\y * U W 

Le maximum de z est — - , il correspond à x = — — Ces coordonnées sont 

% e 

précisément celles du sommet de I» parabole. On reconnaît que la plus grande 
hauteur à laquelle le mobile s’élève est précisément celle à laquelle il parvien- 
drait s’il était lancé verticalement de bas en haut, avec la vitesse initiale w 
La courbe, qui passe par l’origine, coupe l'axe des .r en un second point dont 

2u ' w “ , c’est-à-dire le double de l'abscisse du sommet. Cette ab- 


1 abscisse est 

Su.SVo 


g 


scisse — 1 — est ce qu'on nomme V amplitude du jet. 

Si Ton appelle « l’angle que fait avec l’axe des x la vitesse initiale du mobile, 

et que V. soit cette vitesse initiale , on aura «.= V„cosa et iv„= V.sina; d’où 

,. . ,, ».. i , . . âV sinacosjt V.sinS» 

il résulte que I amplitude du jet est exprimée par ou par — . 

Le maximum de cette amplitude lorsqu'on ne fait varier que l’angle d sans 
changer la vitesse initiale V., correspond donc à i* =90* oul« = • 

1 9. — Si, à un instant quelconque , on décompose la force F qui modifie le EjpreMio „, u co& 
mouvement du corps en deux autres forces» l’une dirigée dans le sens de la P°** nl ' '«smu*»» «> 
vitesse , c’est-à-dire tangente à la trajectoire , et l’autre perpendiculaire, c’est- n,,l,dtUfori,,m<,lr '" 
à-dire située dans le plan normal à cette courbe , on obtient deux composantes 
qui ont des relations très-simples avec les élément* du mouvement du corps, 
c’est-à-dire avec son poids, et les quantités qui expriment la grandeur et la 
direction de sa vitesse. . 

Pour arriver à ces relations, reprenons les équations (A) du n" 17, en les 

multipliant par ~ , afin quelles expriment des égalités, non plus entre des 

& « 
longueurs mesurant des accroissements de vitesse, mais entre des forces me- ' . 

su rées en kilogrammes. Nous aurons 


P du _ p dv 

- — =Fcos«, - — 1 
g di g dl 


_ „ p dw _ 

Fcoi/t, - — =Fco*v. 
g dt 


Désignons par w la vitesse du mobile, et par ds le petit arc décrit pendant 

* 
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l'instant infiniment petit dt. On a 
et, en même temps 


dx 

dt 


dt 

dt' 


dt 


dz 

dt 


puisque —, %■ , ‘-j sont les cosinus des angles que lait la direction de l’élé- 

1 ds ds ds 

ment ds avec les axes, ou de la vitesse « avec ces mêmes axes, ce qui revient 
au même. • ■■ 

Substituant ces valeurs dans les équations ci-dessus , et développant les ex- 
pressions de du , df , dw, par les règles du calcul différentiel , on trouve 


p dx dx* p 
g ds dt + g 


© 

dt 


w = F eps 2 , 


d(±) 

P «fr [ P \ds / ^ _ 

g ds dt g dt 

rf /*\ 

p dz dx* p \ ds ) 

g ds dt g dt 


Fco*£, 

Feo»7, 


ou bien, en éliminant le dt des seconds termes en vertu de la relation «= 

dt' 


p dx d* ^ p 
g ds dt g 


m 


ds 


= F cos a , 


d (±\ 

'dydu p \dt / .... 

.zr.x : + r — t . — " = lco »P- 


g ds dt g ds 

<i). 


p dz dot p 


'-Z2ZZ 4 . - 

g ds dt g ds 


F cos y. 


Soient a, b, c , les angles que fait avec des axes, la vitesse u, ou l'élément ds, 
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ou encore la tangente à la trajectoire: nous aurons 

dx dr . di 

= cosa, ■—= cos b, = co«c. 
ds ds ds 

* * 

Concevons maintenant qu’une droite passant par l’origine des coordonnées , • 
tourne autour de cette origine en restant constamment parallèle à la vitesse du 
mobile , ou à la tangente à la courbe décrite ; un point situé sur cette droite à 
une distance rdel’origine, aurait pour coordonnées rcosn, rcosb, r cos c j si 
on le suppose situé à une distance de l'origine égale à l’unité , il aura pour ■* 

. , , dx dy dz 

coordonnées cos a , coso , cos c , ou y , —, — . 

dt ds ds 

Ce point géométrique décrira dans le temps infiniment petit dt , un petit 
arc que nous appellerons d$. Ce petit arc , et les deux positions consécutives 
de la droite parallèle à la tangente, détermineront un plan parallèle h celui 
qui contient les deux tangentes consécutives à la courbe décrite par le mobile , 
et que l’on nomme plan oscillateur. L’8rc dty peut être en outre considéré 
comme perpendiculaire aux droites que nous avons supposées menées par l’ori- 
gine parallèlement aux deux tangentes consécutives. 

Les projections de l’arc dÿ sur les axes n’étant autre chose que les accroisse- 
ments infiniment petits des coordonnées cosu , cos b, cosc, du point qui décrit 
cet arc, auront évidemment pour expressions ‘ 

</.(cosa), rf.(cosi), d. (oui C ) , 

OU 

'■(=)• <£)■ “(S) 

Ainsi , en désignant par l, m , n , les angles que fait avec les axes cet arc rfy, 
c’est-à-dire la- normale à la courbe dans le plan osculateur; et en le regardant 
comme dirigé de la première tangente vers la seconde, c’est-à-dire vers la (*) 


(*) Si MT et TM’ «ont ha deux tangentes consécutive», Ont et Ont leurs parallèles menées 
par l'origine , et mm' l’arc d$ ; la direction de cet arc devra toujours être comptée de la 
première tangente vers la seconde, on plutôt de la première parallèle On ver» la seconde 
Om' , c’est-à-dire de m vers né , ou du côté de la concavité de la courbe, comme l’indi- 
quent le» deux figures 7 et 8. 
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concavité de la courbe, on aura 


d. ^=coW.«*,. d. (^) = cMm.rf+, 

• Substituant ces valeurs dans les équations précédentes, et remplaçant dans les 
premiers termes les rapports — , ~i par cos a , cos b , cos c, il viendra 

£ ^ .coi a -f- — ^ 'cos t = F coi j, 
g dt g dt 

fL — . cos b -4- - -r co s m = F cos fi , 

• J lit £ d» 

D éiu , />«* dA I r, 

— -=- . cos c 4- coin = F co« 7, 

g dt g ds 

et si l'on conçoit deux forces P et Q ayant respectivement pour mesuie 

£ . ^ et — . — , ces équations prendront la forme 

g dt g ds 

Pcosa -f" Q cos ^ — F cos a, 

P cos 6 -j” Qcosm= Fcosp, 

Pcos* + Qcos/i = F cos y. 

il résulte évidemment de ces équations que la force F qui produit le mou- 
vement du corps, ou point matériel , peut être considérée comme la résultante 
(S 16) des deux forces P et Q, dont l’une P , fait avec les axes les angles u , 
b, c, et se trouve par conséquent dirigée suivant la tangente à la trajectoire, 
et agit de plus dans le sens de l’accroissement dut de la vitesse; et dont 1 autre 
Q , fait avec les axes les angles /, m, n, et se trouve par conséquent dirigée, 
d’après ce qui a été dit plus haut, suivant la normale à la trajectoire, menée 
dans le plan osculateur, et du côté de la concavité de la courbe. 

La première de ces forces est la composante tangentielle de la force mo 
trice , la seconde est sa composante normale. On peut toujours concevoir le 
mouvement du point matériel comme dû à l’action simultanée de ces deux 
forces. 

La quantité ~ , qui entre dans l'expression de la composante normale , se 

d* 
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nomme la courbure. ^On démontre facilement (*) que, pétant le rayon de 

courbure, 01)8^=-^. Ainsi ou peut dire que la composante normale de la 

force motrice est telle que, si elle agissait pendant une seconde sur le mobile 
sans changer de direction ni d'intensité , elle lui imprimerait un accroissement 

de vitesse égal au produit du carré de la vitesse u par la courbure , ou au 

carré de la vitesse divisé par le rayon de courbure. 

Le poids p du corps étant mesuré en kilogrammes, et <■> , g , p étant des lon- 
gueurs rapportées à une même unité qui est le mètre, on voit que p. — expri- 

niera en kilogrammes la valeur de la composante normale de la force motrice. 

Quant à la force tangenlielle, on voit que si clic agissait pendant une se- 
conde sur le mobile sans changer d'intensité ni de direction , elle lui imprime- 

d*> . . 

rait un accroissement de vitesse égale à — . Ainsi elle modifie la grandeur de 

la vitesse, comme si le mouvement était rectiligne ($ io). 

ao. — On peut parvenir d’une autre manière aux expressions des compo- 
santes P et Q , tangenlielle et normale, de la force motrice. 

On a vu ( § 17) que l’effet d'une force sur un corps en mouvement est le 
même que sur ce corps en repos. A ce principe on peut ajouter que si un corps 
est en mouvement sous l’action de plusieurs forces, chacune agit indépendam- 
ment des autres, et imprime au mobile, dans sa propre direction, le même 
accroissement de vitesse que si elle agissait seule. De ce principe, et de la 
règle donnée pour la composition des forces (§ 1 4 ) t il est facile de déduire 
que si deux forces P et Q agissent sur un point matériel en mouvement, 


P) Soient (fig. 9) MM = lis , mm! = d\ ; soient MC et M'C deux normales consécutives; 
Ont et Om! leurs perpendiculaires, parallèles aux tangentes, menées par l'origine j MC égale 
sensiblement M'C , en sorte que les deux arcs dt et d\ peuvent être considérés comme deux 
arcs de cercle semblables; et l’on a ; mm ! MC : Om. 

Or MC est le rayon de courbure p , et Om est l’unité ; on a donc 


rf{, 

ils .d} :: f : 1 d’où ^ = - 
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pendant un temps dt assez petit pour que chacune d'elles puisse être considérée 
comme constante, chacune lui imprimera dans su direction propre un accrois- 
sement de vitesse proportionnel à la durée dt de son action , et k sa propre 
intensité (S t6); et que le déplacement effectif du point matériel au bout du 
temps dl sera le troisième côté d’un triangle dont les deui premiers côtés sont 
les déplacements qu’aurait subis ce point matériel dans la direction de chacune 
des forces P et Q , si elle eût agi seule peudant le même temps. 

D’après cela , la force tangentielle P ne changeant qu’infiniment peu de 
direction dans l’intervalle de temps dt, elle agira comme dans ce mouvement 
rectiligne, et produira un accroissement de vitesse du , dans la direction de 
Cette vitesse , qui satisfera è la relation 

P d* _ p 

~e' dt 


La composante normale Q pouvant aussi être regardée comme constante de 
direction et d'intensité pendant l’intervalle de temps dt , et le mobile n avant • 
aucune xhesse iuitiale dans celte direction , puisqu’elle est normale & la trajec- 
toire, le déplacement di subi par le mobile dans le sens de la force Q sera 
donné par la relation (§ 1 1 ) , 


Q dt' 

T 

Mais l'arc ds, considéré comme confondu avec sa corde, ëUut une moyenne 
proportionnelle entre le diamètre a p du cercle oaculateur et le segment di de 
ce diamètre , on a 

ds* = 2«. dt. 4 


Éliminant dt entre ces deu* équations , on obtient 


d'où 


di’ _ QdP 

Jp~ g p » 
* 


Q 



HP g P 
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valeur qui est la même que celle à laquelle nous étions parvenus précédem- 
ment. 

On met quelquefois l’expression de la composante normale sous une autre 
forme, en y conservant l’arc d\ ji , ou, si l'on veut, l’angle des deux tangentes 
consécutives. Pour cela , des relations 


tty 1 ds /> ••* 

d7~t’ “-*• Q -g 7 ’ 

on tire sans peine 



Si l'on conçoit, comme au n” 19, une droite menée par un point fixe, et 
tournant autour de ce point fixe de manière à être constamment parallèle à la 
vitesse «, c’est-à-dire à la tangente à la courbe décrite par le mobile; et que 
sur cette droite on considère le point situé à l'unité de distance du point fixe, 
il décrira dans le temps dt , un petit arc de courbe et sa vitesse, parconsé- 

quent, aura pour expression — . On peut appeler cette quantité la vitesse de 

rotatioh, ou la vitesse angulaire de la tangente (ou de la vitesse ai). A l'aide 
de cetto quantité , la force normale Q peut s’exprimer assez facilement ; cette 
force est telle que si elle agissait seule pendant une seconde sur le mobile , en 
demeurant constante de direction et d'intensité, elle lui imprimerait une accé- 
lération mesurée par le produit de la vitesse u et de la vitesse angulaire de 
celle-ci * 

En même temps que les composantes rectangulaires qui ont pour expres- 
sions ^ ^ et - — , prennent les dénominations de force tangcntielle et de 

force normale ; la force F, qui est leur résultante et doit être toujours la 
résultante de toutes les forces de quelque nature qu'elles soient qui agissent.sur 
le point matériel mobile, prendra la dénomination de force totale. 

ai. — Nous n’insisterons pas icisur les applications des formules précédentes à 
la recherche du mouvement d’un corps soumis à une force connue, ce problème 
ayant peu d’applications dans la mécanique industrielle qui fait l'objet spécial ‘“ r "* rk ' 

de cet ouvrage. Nous nous occuperons seulement du problème qui consiste à 
rechercher le mouvement que prend un point matériel , contraint de glisser* 


j 
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sur une courbe donnée, et surtout à déterminer la pression qu’il produit contre 
cette courbe. 

Nous invoquerons pour cela un nouveau principe déduit de l’expérience, 
et relatif à l'action mutuelle de deux corps en contact. Ce principe , qu’on 
énonce sommairement en disant qu’il y a égalité constante entre X action et la 
réaction , consiste en ce que si l'un des deux corps en contact exerce sur le 
second une pression ou force F dans une certaine direction , le second exçrce k 
son tour sur le premier une pression ou force précisément égale h F , et direc- 
tement opposée. 

. On peut dire que ce principe est la base de la Mécanique des machines. Dés 
qu’on cesse de s’en tenir au mouvement d’un corps isolé , et qu’on veut étudier 
celui de deux ou plusieurs corps en contact, on est obligé d’y avoir constam- 
ment recours. Indépendamment de ce qu’il peut être vérifié directement par 
l'expérience, on peut dire qu'il l'est aussi bien d’une manière indirecte, par 
l’accord qu’on remarque entre les effets observés et les lois déduites des théories 
qui se fondent sur ce principe. 

Nous allons voir comment il conduit •» déterminer la pression exercée sur 
une courbe par un point matériel assujetti 6 s'y mouvoir. 

Soit F la force qui agit & chaque instant sur ce point matériel. Cette force 
n'étant pas en général dirigée dans le sens de la tangente à la courbe que doit 
suivre le mobile, tendrait, si elle agissait seule, à lui faire décrire une autre 
trajectoire. Mais la pression que la courbe donnée exerce sur le mobile est une 
seconde force qui, se composant avec la précédente, donne lieu à une résul- 
tante R, à laquelle est réellement dû le mouvement. On remplace ainsi l’effet 
de la courbe par une force qui sc combine avec celle qui agit, et produit cette 

résultante R. Cette force R doit donc êlte telle que sa composante normale 

, , * 
soit exprimée par 

Z - 

B ' P ’ 

u étant la vitesse du mobile sur la courbe donnée, et f, le rayon de courbure 
de cette courbe. 

Considérons d'abord le cas où la courbe donnée est plaue et où la force F 
agit dans le plan de cette courbe. La résistance que la courbe exerce sur le 
irmbile est d’autant plus près d'être dirigée suivant la normale, qu’il y a 
«moins de frottement ; nous admettrons, dans ces considérations rationnelles, que 
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le frottement soit nul , ou en d'autres termes que l'action de la courbe sur le 
mobile soit exactement dirigée suivant la normale. Nous désignerons celte force 
par N , elle sera dans le plan de la courbe comme l'action de la courbe sur le 
point; celle du point sur la courbe, ou ce que l’on appelle la pression sur la 
courbe sera une force égale et opposée à N. La composante normale de la force 
totale II, se composera de la forcgvN plus de la composante normale de F; en 

sorte que N sera la différence entre la composante normale de R ou - . - , et 

celle de F. 

Si au lieu de la force N qui agit sur ce point, on considère la force égale et 
opposée N , qui est la pression sur la courbe, et si en même temps on appelle 
force centrifuge la force opposée & la composante normale de R qui a pour 

valeur , et se trouve dirigée du côté de la convexité de la courbe , on verra 

g? 

alors que la pression N est la somme de lu composante normale de F et de la 
force centrifuge. Cette somme algébrique pouvant d'ailleurs être une véri- 
table différence, s'il arrivait que la composante normale de la force motrice fût 
dirigée en sens contraire de la force centrifuge. 

Si la courbe donnée est à double courbure, et que la force F agisse d’une 
manière quelconque, la résistance N, d'après sa nature, ne peut agir que dans 
le plan normal; s’il n’y a pas de frottement, le point mobile recevra donc 
l'action de deux forces, l’une N et l'autre F. La résultante de ces deux forces est 
ce que nous désignons par R. Cette force a pour composante normale à la 


• • • Ml 

courbe une force dont l'expression est toujours — , p étant le rayon de courbure 

g? 

de la courbe. Ainsi, d’après la théorie de la composition des forces, il faudra 


que dans le plan normal la force — •, composante de R, soit la résultante de la 

gP 

force N et de la composante de F dans ce plan; si maintenant on considère 
comme précédemment , au lieu de la composante de R , >on opposée ou ce 
qu’on appelle la force centrifuge, et au lieu de la force N sou opposée ou la 
pression que reçoit la courbe, on verra que cette pression est la résultante de 
la composante normale de F et de la force centrifuge. 

La pression N a en outre une composante tangentielle, dans le cas du frotte- 
ment, ainsi qu’on le verra par la suite; mais cette composante tangentielle est 
alors une fraction déterminée de la, résultante des deux autres composantes; 
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eu sorte qu'eu la combinant avec la composante tangcntielle Je J!è , on en 
déduira comme tout il l’heure la composante tangentielle de R, et par suite la 
nature du mouvement sur la courbe. 

aa. — Dans les applications aux machines, on n’a guère à considérer le mou- 
vement sur une autre courbe que le cercle. Concevons donc un corps tournant 
autour d’un axe , auquel on le supposera lié par une tige ou tout autre corps 
rigide, et demaudons-nous quel effort cette tige ou ce lien aura à supporter 
pendant le mouvement. 

Pour mieux fixer les idées, supposons que l'axe autour duquel le corps 
tourne soit horizontal , et qu ainsi le cercle décrit soit situé dans un plan ver- 
tical. Désignons le rayon de ce cercle par p. L’effort que le lien aura h sup- 
porter sera précisément ce que nous avons nommé précédemment la pression 
« exercée ou supportée par la courbe ; il sera donc la résultante de la force een- 

trifuge —, et de la composante normale du poids p du coeps. Ainsi, en 

or 

désignant par * l'angle aigu que fait l’élément du cercle avec la verticale , 
la pression', quand le corps sera dans le demi-cercle inférieur, sera 

P •** | \ 

— . — -t-psim ou pl t-siiial, 

g P r \g? ) 

et quand le corps sera dans le demi-cercle supérieur, 

. p *■" /“’ \ 

g P \gf / 

Lorsque le corps passe au point le plus bas ou au point le plus haut du cercle, 
on a sia a — i ; ces pressions deviennent alors 

'(£+0 el ' Gr 1 ) 

Si la dernière expression est négative, cela voudra dire que le lien, au lieu 
d’être tiré dans le sens de la force centrifuge, sein au contraire comprimé vers 
l’axe. 

(Ces pressions sont exprimées en kilogrammes comme le poids p). 

Si le corps avait acquis la vitesse <a eu descendant depuis le milieu de la 
hauteur du cercle jusqu’au point le plus bas, c’est-à-dire en descendant de 
la hauteur p, et qu’on voulût la tension du lien qui l’attache à l’arc, à l’instant 
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où il arrive au point le plus bas, il suffirait de prendre (§ 1 1 ) . 



ce qui donne pour cette tension 

3p. 

La partie de cette tension qui est due à la seule force centrifuge est ip ; on y 
ajoute le poids p, ce qui fait le total 3 p. 

Principe de ta transmission du travail dans le mouvement d’un point 

matériel. 

□ 3. — Supposons un point matériel soumis à un nombre quelconque de 
forces agissant dans différentes directions. Si F est la résultante de ces forces 
à un instant quelconque du mouvement , p le poids du point materiel , w sa 
vitesse , et 3 l'angle que fait la direction de cette vitesse avec celle de la résul- 
tante F ; on aura entre cette même vitesse et la composante tangentielle de la 
force F , en vertu de ce qui a été établi aux n“ 19 et ao , la relation 

Fcos3 = ' 

g dt 

Cette équation ayant lieu pour les signes comme pour les valeurs numériques , 
parce que si 3 est obtus, et par conséquent cos3 négatif, la composante tan- 
gentielle F cos 3 produit en même temps un décroissement de vitesse , en sorte 
que du 1 est négatif. 

t Considérons maintenant les forces dont F est la résultante. Formons un 
premier groupe de celles dont les composantes tangentielles sont dirigées 
dans le sens même de la vitesse «, et un second groupe de celles dont les 
composantes tangentielles tombent en sens opposé. Désignons par IP la 
somme des premières composantes, et par ZF la somme des autres, nous 
aurons f§ 16 ), 

iP— lP*= F cos 3 , 

' égalité qui subsiste pour les signes comme pour les valeurs numériques. 

En vertu des dçu» équations que nous venons d’écrire, on aura donc 
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toujours 

p do» • . 

sP^-iP' = £.’ T 

g dt 

Si l’on désigne par ds l’arc décrit par le point materiel considéré dans le temps 
infiniment petit dt , on aura , en multipliant par ds les deux membres de 
l’équation précédente, 

îP<if— îFA= - .dt =2— . ^ .du, 
g dt g dt 

s 

ou, en observant que ~ n’est autre chose que <a , 

iPdt — xfdt = - . vdu. 

K 

Intégrons les deux membres de cette équation entre deux positions quelconques 
du mobile. Soient jr„ et s, les valeurs correspondantes de l’arc de la trajectoire, 
compté li partir d’une origine fixe prise sur cette courbe, soient «, et «, les 
valeurs de la vitesse se rapportant aux deux positions considérées; nous aurons 



Pour interpréter cette équation, et en époncer les conséquences d’une manière 
simple et frappante, il est nécessaire d’établir quelques nouvelles dénomina- 
tions. 

a4- — Soit F une force quelconque , agissant sur un point matériel isolé , 
ou sur un point faisant partie d’un système dont le mouvement pourra du 
reste provenir de beaucoup d’autres causes que de la seule force F. Si la direc- 
tion de cette force fait un angle aigu avec la direction de la vitesse du point 
considéré, et qu’elle tende par conséquent à accroître celte vitesse, nous don- 
nerons à cette force le nom de force mourante. Si la direction fait au contraire 
un angle obtus avec celle de la vitesse, et qu’elle tende aiusi à diminuer celte 
vitesse , nous donnerons à la force le nom de force résistante. D après ces 
conventions, la somme 2P proviendra des seules forces mouvantes, et la 
somme iP' des seules forces résistantes. 

L’intégrale f Pds , dont chaque élément P<it est le produit de la compo- 
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santé laugentielle d’une force F par l'arc infiniment petit ds décrit par son 
point d’application , se nomme la quantité de travail due à cette force F. Le 
produit P ds est l 'clément de travail du à cette môme force. 

Lorsque la force F est mouvante , le travail fVds prend le nom de travail 
moteur ; dans le cas où elle est résistante , on le nomme travail résistant. 

L’élément de travail P ds peut être considéré sous un autre point de vue. 
En effet, 3 étant l’angle que fuit avec la direction de l'élément ds celle de la 
force F qui agit sur le point mobile et a pour composante tangentielle P , on 
aura 

P = F cos 3 d 'où PA = F cos i.ds. 

Or le produit cos 3.ds n’est autre chose que la projection de ds sur la direc- 
tion de la force F; si donc, nous désignons celte projection par df, nous 
auronB 

PA = F df, et par suite fVds = f?df. 

Ainsi on peut encore regarder le travail fPds comme l’intégrale JF df d’une 
somme d’éléments F df, formés en multipliant chaque valeur de la force F par 
la projection df de l’arc infiniment petit ds , sur la direction de cette force. 

a5. — 11 résulte de la définition même du travail ou de l'élément de travail 
que l’ôn peut,' dans l'évaluation de ces quantités, prendre, aü lieu du travail 
d’uue force, la somme des quantités de travail de ses composantes. On peut 
aussi , au lieu du travail élémentaire qui correspond à un arc infiniment 
petit ds , prendre la somme des quantités de travail élémentaires qui corres- 
pondent au* projections de cet arc sur différentes lignes , ou , en d’autres 
termes, ù ses composantes dans différents sens. 

Eu eli’et, la propriété de, la résultante d’un système de forces appliquées à 
un môme point dans différentes directions étant (§ iü) , que sa projection sur 
une droite quelconque est toujours la somme algébrique des projections des 
composantes, il est clair qu’en prenant pour axe de projection, la direction 
de l’arc décrit ds , et nommant P, , P, , P,, etc. , les projections des composantes 
de P sur cet axe , on aura 
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équation qui exprime la première transformation dont nous venons de parler. 

De même, si l’on appelle a. , 3., a,, etc., les angles que font avec la force F 
les composantes ds., ds.,ds,, etc., de l’arc infiniment petit ds, on aura , en 
projetant cet arc et ses composantes sur la direction de la force F, 

df ou cos J. ds = cosi, . ds, -f- cos#, .«/»,+ cosi,. ds, -f- etc. , 

d'où 

ffdf= f F cos J, (il, + f F cos% ds, -f- fpcmi,dt,+ etc. ; 

équation qui exprime la seconde transformation annoncée, puisque chaque 
terme du second membre représente le travail qu’on aurait si le point soumis 
à la force F parcourait le petit arc qui y figure comme facteur. 

11 résulte des remarques précédentes que si X , Y , Z sont les composantes 
de la force F suivant trois axes rectangulaires, et dx, dy, dz les composantes 
«lu petit arc ds suivant les mêmes directions, on pourra poser la relation 

P ds ou YdJ~ — Xrfx + 2dt , 

car dans ce cas, les quantités F cos3.,Fcos 3,, Fcosâ, ne sont autre chose que 
les composantes X, Y, Z de la fo.ee F; et les composantes ds., ds., ds, de 

l’arc ds , ne sont autres que dx, dy , dz. 

L’équation ci-dessus permet d’introduire dans l’expression du travail d une 
Torcc, celles qui seraient dues à des composantes agissant sur des points fictifs, 
se mouvant comme les projections du point auquel elle est appliquée. 

3 g. La quantité — ou p. £ prendra, dans cet ouvrage, le nom de 

force vive. Nous verrons plus loin comment cette dénomination peut se justi- 
fier par la nature de la quantité quelle désigne. 

A l’aide des dénominations et conventions que nous venons A éta > îr , i 
devient facile d’énoncer le principe que renferme l’équation 


J>- 


j: 


g 2 g 2 



Hic cou. apprend ,„=,po*r un, durée r u,leo„,ue du yu.en.eu,, lud.ff 

ru.ee en.ee U .euh .« c< le -ru .ad réel,.*.. , due 

quées au point matériel , est égale à î accroissement qu a pris la force 

du mobile pendant ce temps. 
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Cette équation donne le moyen d’obtenir la force vive du mobile a un 

% 

instant quelconque , lorsque l’on connaît celle qu'il possédait à un autre in- 
stant , et que l’on sait calculer 1rs quantités de travail relatives à l’intervalle de 
temps correspondant. C'est par celte raison que cette équation a reçu des 
auteurs la dénomination A’ équation des forces vices. Nous la nommerons 
équation de lu transmission du travail. Celte désignation se trouvera com- 
plètement justifiée quand nous étendrons l’équation précédente à un système 
de points matériels; mais elle peut l'étre dès à présent, sinon aussi bien, du 
moins d'une manière suflisante. 

En efièt, si l’on considère le mouvement depuis son commencement jusqu'à 
sa fin, c’est-à-dire depuis que la vitesse u, était nulle, jusqu’à l'instant où la 
dernière vitesse u, est aussi nulle, on aura 



ainsi, dans ce cas, il y a égalité entre le travail moteur et le travail ré- 
sistant. 

Or , on peut concevoir que les forces qui produisent ce travail résistant pro- 
viennent de l'action de points matériels en contact avec celui que noiis con- 
sidérons. Ces points recevront dès lors à leur tour des pressions égales et 
opposées à celles qu’ils exercent, et dont le travail total sera ifP'ds. Ce travail, 
par rapport « ces points devra être considéré comme travail moteur. Ainsi 
donc, on peut dire que le travail 2,fPds, dû aux forces mouvantes appliquées 
au point mobile pendant la durée totale du mouvement jusqu’à sou extinction, 
est transmis tout entier aux points matériels qui ont produit les forces ré- 
sistantes. 

Sous ce point de vue, l’équation ci-dessus (a), ou celle qui l'a fournie ^i), 
peut, jusqu'à un certain point, preudre la dénomination A' équation de la 
transmission du travail. Mais, nous le répétons, cette désignation sera 
beaucoup mieux justifiée, quand nous aurons fait voir comment l'équation (i) 
peut s’étendre à un ensemble de points matériels et à une machine quel- 
conque. 

Si l’on applique l’équation des forces vives, ou de la transmission du travail, 
à une durée comprise entre l’instant où le point mobile avait une vitesse ca„ et 


■' f . 
X " * 
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V 


» 


r 


celui où (a dernière vitesse a», est nulle ; et si l’on suppose que , pendant cette 
durée, il n’y ait que des forces résistantes P, on aura 


ï JV dj — p. 


Or, ainsi que nous venous de le dire , si le travail fVds , qui est produit par 
les forces résistantes, est dû à des points extérieurs qui ont exercé leurs ac- 
tions sur le mobile, ces points, à leur tour, auront reçu un travail moteur 


dont la mesure sera précisément p 


Cette dernière quantité peut donc être considérée comme l’expression du 
travail que peut produire, avant de s’arrêter, un corps qui a un poids p et 
une vitesse u. , en agissant sur d’autres points matériels par l’effet de sa vitesse 
acquise, et jusqu’à ce qu’il ait ainsi épuisé cette vitesse. On pourrait donc 


nommer la quantité p . 



le travail disponible renfermé dans le corps. On 


conçoit donc comment quelques auteurs et quelques mécaniciens pratiques, 
ayant d’abord employé le mot force dans l’acception de ce que nous appelons 


ici travail , aient donné au produit P-~ la dénomination de force vive, 
qui avait alors pour eux, le sens de travail disponible- 


Du mouvement relatif d'un point matériel. » 

37. — Au lieu de rapporter le mouvement d'uu point matériel à des axes 
fixes dans l’espace , on peut avoir besoin de le rapporter à des axes doués eux- 
mêmes d'un mouvement quelconque , qui n'altère pas d'ailleurs leur position 
mutuelle. Les vitesses du mobile par rapport à ces axes sont alors des vitesses 
relatives , et ce sont les relations entre ces vitesses relatives et les forces qui vont 
faire maintenant l’objet de notre examen. 

Désignons par x , , y , , 2, , les coordonnées du point mobile par rapport à 
trois axes rectangulaires fixes; par x , jr , 2 les coordonnées du même point 
par rapport à des axes rectangulaires mobiles; par (, «1, K les coordonnées de 
l’origine mobile rapportée aux axes fixes; et par a, b, c, a', b', c, a", b', c", 
les cosinus des angles que font les axes mobiles avec les axes 6xes; enfin, 
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par l'angle que font entre eu* les axe» des x et des .r,. En étendant 

cette notation à tous les angles analogues, on aura 

a — eoj(jx,), b = cos (^-x.) , c = cos(sx,), 
a'Œrcosf^J, ii' = cos (yy ]) , d = co» ( yr, ) , 
a" — cos(xz) , 6”= cos(j-i,), c"== cos (is, ). 

Ces cosinus, ainsi que les coordonnées î, n, de l’origine mobile seront des 
fonctions du temps. 

Les formules connues, qui expriment les relations entre deux systèmes de 
co odonnées rectangulaires , donnent 

j . = 5 + <“ + h' + c *> 

>•■ = » + a'x + h 'y + c 1 * . 

*. = {-)- a"x -f- U'y -J- c"*. 

En diflérentiant ces équations par rapport au temps, ou obtient, 


(B) 


dx, 

di 

+ 

da 

+ 


db 

+ 

de 

+ a 

dx 

+ 


dy 

+ 

dz 

dt 

dt 

* dt 

y 

dt 

* dt 

Ht 


Ht 

dt 

dy. 

d-n 

+ 

da ' 

+ 


db' 

+ 

dd 

+ <*' 

dx 





dz 

dt 

di 

X ~di 

y 

dt 

Z ~dt 

Ht 

+ 

b‘ 

Ht 

+ c 

Ht 

di. 

dç 

+ 

da" 

+ 


db" 

+ 

de" 

+ «' 

dx 


V' 

dy 

+ c " 

dz 

1F 

“ dt 

X 1t 

y 

dt 

* dt 

Ht 

+ 

Ht 

dt 


Désignons par u,v ,w, les composantes — , ~ , , de la vitesse relative 

du mobile par rapport aux axes mobiles; et par u , , e, , »v., les composantes 

dx t dy x dz, . _ _ 

— , — , — ‘ , de la vitesse absolue, par rapport aux asrs fixes. Représentons* 

paru,, e, , w, les composantes analogues pour un mouvement fictif, rapporté 
aux axes fixes, et qui serait celui du point matériel , si, li l’instant où on le con- 
sidère, il venait tout il coup à faire partie d’un système solide invariablement 
lié aux axes mobiles. Il résultera de ces notations les relations 


di 

da 

db 

+ 

de 

~ dt 



Z dt' 

dt, 

da! 

du 

+ 

du 

~ dt 

+x rfT 


l T,' 

di 

dd ’ 

db" 

+ 

de" 

~ Ht 

+ x dT+'d; 

z dt’ 


('*) 
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et par suite les équations (B) deviendront : . 

* u, = a, -f- au -f- bv -f- «v, 1 

v, = v, -f- du -f- AV + c w » J W 

= sv«4" d'u-\ - U'v j 

a8. — Arrêtons-nous un instant à examiner les propriétés de ces vitesses. En 
faisant abstraction de celle tle l’origine mobile, il restera: 


da , db _ 
u ' = x Tt +jr ‘d,+ i d,' 


de 

dl 

dd 


du! , db’ — 

x -di+r-Ji +î -d, 


(Q 


da" 


db" 


de 


w '=*-dï+’ r -dï+ z HT 


11 existe , comme on sait, entre les cosinus a , b, c , d, b, c, a', hf , c", les re- 
lations : 


b' + V+b"'= i, 
c> +d‘ + c m = I . 
a* -f- d” -f* &"* = 1 » 


bc+b'c' + Wd' = 0, 
Cfl+ c'fl'+cV'a.O , 
«6 + a V 4* <*"b" = 0 , 


et on en tire par la différentiation : 


bdb -(- b'dU -(- b"db" = 0,1 
ede -(- c'dc' -|- c"de" =0,1 
ada -|- a'da' -\-a" da" = 0, J 

b de bfde -f- Vdc" = — (cdb -|- cdb 1 4" d' db ) 
eda 4- dda!-\- d'da" — — (ade 4- add -(- a"dd ) 
adb -(- d db 4" a" db" = — (bda 4- bda —^b"dcl’ ] 


(«) 


(/» 


(f) 


Pour abréger, nous poserons : 

cdb 4- ddb‘ 4- edb" = pdl, \ 

ade 4- o-'dd a" dd' = qdl , ( (rj 

bda-j- tida! b'deP = rdl j 


Soit U, la vitesse fictive dont les composantes suivant les axes fixes sont u,, v,, 
w,. Si l’on veut obtenir les composantes de cette même vitesse, suivant les axes 
mobiles , on remarquera que, par la théorie connue des projections, on a 
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U, co* ((£r) s=au, -(- a'v -j- a"*v,. 

Multipliant donc la première des équations (/) par a, la seconde para', la 
troisième par a", et ajoutant , il viendra : 

Il ad “ i ddb i adc 

U, co»(U^r) = x _ +r 

i 

add a'db ' , a'dc 

+ *-*-+' nr +t nr 


+ * 


a"da 


a"db" 


a" de'' 


dr +J '~drf t ~dr 


ou , en ayant égard aux relations posées ci-dessus , 

U.COi { Û,x) = — ry + q» = qz — ry\ 

Par un calcul analogue, on trouvera de même: 

U, eo* (ü.j'J ss rjr — pz , 

O, cos ( U,ï) = pjr — qx. 

En examinant ces valeurs, on reconnaît, et il est facile de vériGer, que la di- 
rection de U, est perpendiculaire à la fois aux deux directions qui font avec les 
axes mobiles des angles dont les cosinus sont 


et 


y.e'+y+? ’ V x'+s- f. *• ’ Vx' +y+ *’ ’ 

P ? r 

Vp'+q'+S Vp'+î+r'’ Kp’+?'+^ 

Cela résulte de ce que les sommes des produits des cosinus deux à deux sont 
nuis ; savoir : 

J? COS (f£x) q- ^co* ("U^x) -f zco* (U>) = o, 

/?co*(U^r) -f- jco* rcos (U,;) = 0. 

Soit O (Gg. io) l'orjgioe mobile, M le point matériel considéré, P un point 
géométrique dont les coordonnées par rapport aux axes mobiles soient p , q , r; 
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les droites OM et OP auront précisément les directions dont nous venous de 
parler. Abaissons du point M sur OP la perpendiculaire MC: la vitesse U, 
perpendiculaire il la fois à OM et à OP, le sera aussi à la droite MC qui est dans 
le plan des deux premières. Or, pendant le temps infiniment petit dt , la di- 
rection de OP étant sensiblement constante, celle de U, se confond en direction 
avec un arc de cercle décrit du point C comme centre avec le rayon CM dans 
un plan perpendiculaire à OP , c’est-à-dire que le mouvement fictif d entrai 
nement avec les aies mobiles dont nous avons supposé le poiut matériel animé, 
est uu mouvement de rotation autour de l’axe OP, pendant le temps infiniment 
petit dt. Et si q> est la vitesse angulaire dans ce mouvement, on aura U,=^,.MC. 

Pour obtenir l'expression de la vitesse angulaire y, soit b l’angle MOP; on 
aura , en ayant égard aux valeurs des cosinus des angles que les droites OM et 
OP font avec les axes mobiles 

: m i. 

Vr'+y+ïV'p'+q'+r- 

par suite , on trouvera 

«n 3 — V'W ~ ? ~ r;1 + (r - r — P*)' 
ou 



OM. VV+?*+'- 


d’où „ 

OM«" * = M0= U ‘ e , U.= l/^ + î'+r’.MC. 

»/^ +9 . +r . r-ri-r. 

d’ou enfin, à cause de U, = ç.MC, 

V = V'p’ + l'+r’- 

Lis quantités/;, (j , r , sont indépendantes des coordonnées x , jr, z, et ne 
dépendent que des valeurs des angles des axes mobiles avec les axes fixes et des 
variatious de ces angles. Donc la droite menée de l’origine mobile , au point 
dont les coordonnées sont p,q,r par rapport aux axes mobiles , est un axe de . 
rotation pour tous les points qui suivent le mouvement des axes mobiles. C’est 
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par cette raison qu’on a donné à cette ligne la dénomination d'axe instantané 
de rotation du système solide. 

Si X, fi, ■ v sont les angles que fait Taxe instantané avec les axes mobiles, on 
aura : 

P ~ } CO-) i . q — : y C05 II , r=f cos», * 

a 9 • — Reprenons maintenant la recherche des relations qui existent entre les 
vitesses relatives et les forces. 

Désignons par un d ordinaire les différentielles prises pour le mouvement 
relatif du point matériel par rapport aux axes mobiles, c’est-à-dire eu ne fai- 
sant varier le temps que dans x ,y ,z\ par d, les différentielles pour le mouve- 
ment d entrainement du point matériel avec le système des axes mobiles , 
c’est-à-dire en ne faisant varier le temps que dans ï, n , Ç et dans a , b , c, a, 
b , d , a", b", c'i enfin par d, les différentielles pour le mouvement absolu du 
point matériel par rapport aux axes fixes, c’est-à-dire en faisant varier le temps 
à la fois dans x, j, s et dans Ç, «, Ç, a , b, c, a', b', &, a", b", cT_. 

La première des équations (B), dificrentiée en faisant tout varier, donnera 

d'x, [d'Z d‘a d'h d’ci r dx . , d’y , rfsl 

-i- 2 T — i Q db dz de 1 
~ r "[.dt'dt' i ~dt'dt^di'di 1' ■ 

A • 

Or, en se servant des notations établies ci-dessus , le premier membre pourra 
s écrire . Les termes qui composent la première parenthèse forment préci- 
sément la différentielle de la valeur de «, , donnée par la première des équa- 
tions (/t) , en y regardant x , y, z comme constants; on peut don~ remplacer 

cette parenthèse par , et l’équation s’écrira sous la forme 


t*pre«»! 

dan* 


on «J* la fore? 
le feouv'ittncnt 
‘relatif. 


d,u ‘ •— d ' u * i ( du . . àv dw \ . r da db de “I 

^ü* = -dT + \ a lü + b d t + e lï t ) + H“^ + ,, â + w â]’ 

Les deux dernières équations (B) traitées de la même manière don- 
neront pareillement 

rtv ' _ d- u , ,( ,du dv ,dw\ r dd db' dc'-i 

_ d w , . { .,du (h> dw\ r AV de'-\ 

* d, + (, Â7+ b 3r^*-)+ 8 l“ -dï +v -dï +w -di\ ’ 


Ci 
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Soit fl le poids du point matériel , Fia force qui produit son mouvement 
absolu, a , 0, y les angles que cette force fait avec les axes fixes; on aura, en 
vertu des relations établies au n" 17 : 


il d,u , 


g 

F cos fi = - 
S 

F ro$7 = - 
g 


dt 

d, 9 , 

~dt' 

</,w, 

dt' 


(0 


On tire des équations (i), après les avoir multipliées par -, 


d\v N 

~di )■ 

, dw 


. -- \ 11 
-j- C — 57 |= tcos» . 


Il / du , . dv 

ï{'‘H l + b T, 

7 { a jr + b 7 t + c, 7r)=’ Fco *ï—g 

Il f„du,,„d» „ dw\ „ Il 

7\ a di + l/ di + c -' = 


d,u. 
’ dt 
d,c. 


211 / 


da dé , dc\ | 


/ da 

y 1 Ti 

i,v. au / da' , dé' de \ 

dT“7 V‘dT + ‘' dT +w dï} 


dt r 


F cos 7 — - 

g 


d e w t 2fl / da" dtP 

dT-gy-T^-T 


(“) 


dc”\ 

+ »3> 


Eu se rappelant que la projection d’une iorce sur un axe est la somme des 
projections de ses composantes sur le mcnie axe, on reconnaît sans peine que 
les premiers membres des trois équations qui précèdent , expriment les projec- 
tions sur les trois axes fixes d une force fictive, ayant pour composantes suivant 

les axes mobiles , Il . Cette force est celle qui, pour un 

g dt' g dt’ g dt H > 

observateur entraîné avec les axes mobiles , aérait capable de produire le mou- 
vement relatif du point matériel par rapport è ces axes. 

n d,u, n dv 11 d.w, * 

Les termes — . — — , - . — . , qui fleurent dans le second ruem- 

g dt g tü g dt 1 0 

bre sont les composantes, suivant les axes fixes, de la force qui serait capable de 
produire le mouvement d’entraînement du point matériel avec les axes mo- 
biles. Nous désignerons cette force par F, , et par /, , m,, n , , les angles qu’elle 
fait avec les axes mobiles. Nous représenterons par / , m, n les angles que fait 
la force F avec ces mômes axes mobiles. 

En multipliant la première des équations (u) par a , la seconde par a . la 
troisième ,par a" et ajoutant; puis opéraut de môme avec b , b‘, b', puis avec c, 


« 
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c, c " , et ayant égard aux relations données plus haut entre ces divers cosinus 
et leurs différentielles ; on obtient, toutes réductions faites: 


Il du 2n 

- . — = F cos/ — P, cos/.— --(ow- rv), 

g * g 


Il dt> 2 n . 

- . = F cos ni — F, co»#7i, — — (ru — mv) , ' 

g dt g l 

Il dw _ _ an 

-J t — F eos n — F,cosn, — [pv — qu); 


g 


g 


W 


équations qui contiennent les projections des forces sur les axes mobiles, et non 
plus sur les axes fixes. 

Ces équations nous apprennent que le mouvement relatif du point matériel , 
par rapport aux axes mobiles , peut se traiter comme un mouvement absolu 
par rapport h des axes fixes, pourvu qu'on regarde le mobile comme soumis à 
deux forces fictives, en outre de la force F , la seule qui agisse réellement. 

La première de ces forces fictives est égale et directement opposée à la 
force F. qui serait capable de produire le mouvement d' entrainement du 
point matériel avec les axes mobiles , c’est-à-dire , le mouvement que pren- 
drait ce point , s’il était lié tout à coup d'une manière invariable avec ces 
axes mobiles. 

La secoude force fictive a pour projections sur les axes mobiles les quantités 

Sn an 2n 

— — (qsv — rv) , { ru—pw ), (pv — qu), 

Œ S S 

et en la nommant F, on a 


F” — — 1/ (qsv — rv)‘ -f- (ru — pw)'-\-{pv — qu)‘. 

Or, ou reconnaît que la direction de cette force est perpendiculaire aux deux 
directions qui font avec les axes mobiles des angles dont les cosinus sont 


et 




Vu'+v'+ W* l /u' + v'+w' 

P H r 

Vp' + q' + r'' 1/7+ÿf+r-’ Vp' + q'+P 


♦ 

* 
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Nommant H l’angle de ces deux directions, on trouvera sans peine 


sincT = ^ !?w ~ n, )'+ (r “ ~ /w ’ ’ + { !’ 1 ’ ~ 
(/ h' -(- e’ W ’.^ ï + 9 ’+ r 1 


d'où l'on dtkJuit 


F' == 2 — \/ p* -}- q m -f- r* . J/V -f- 1 »* 4 ~ 4v* , sin ê'. 


Or V' p’+q'+ r' , c'est la vitesse angulaire ^ de rotation autour de l’axe in- 
stantané; et V/ u’-f-t»’ tv’ .sind' n’est autre chose que la vitesse relative 
u 1 t» 1 _|_ te 1 , projetée sur un plan perpendiculaire & cet axe, puisque l’angle 
S est celui que fait la direction de cette vitesse avec celle de l’axe instantané. 
Nommant ti cette vitesse relative, on pourra écrire • • 

F 1 sa a. — .on sin S . 

g 

Cette équation nous indique que la seconde force fictive qu’il est nécessaire 
if introduire pour pouvoir traiter le mouvement relatif comme un mouve- 
ment absolu , est égale au double de celle qui produirait r accélération 
qii sin S, formée du produit de ta vitesse angulaire de rotation autour de 
Caxe instantané , par la projection de la vitesse relative sur un plan perpen- 
diculaire à cet axe. Sa direction est perpendiculaire à f axe instantané de 
rotation des axes mobiles et à la vitesse relative. 

. ... 3o. — Examinons maintenant ce nue devient, dans le mouvement relatif 

Principe dr h Irun*- 1 

,l " <'■«*1 i«ti d’un point matériel libre, le principe des forces vives ou de la transmission du 

le mou ie ment relatif v a r i 

d un point. travail. 

Multiplions la première des équations (r) par udt , la seconde par vdt , la 
troisième par wdt , et ajoutons les membre & membre; les termes multipliés 

p r y s’enlre-délruironl; et , en remarquant que l’on a 

n' = il’-f- v' -f- w‘ d’où Cida = udu -)- vdu -f- wdw , 
l’équation obtenue pourra s’écrire 

lldil = F {u cos t ecos m -f- w cos n] dt — F, [ucasl, -f- v vos ni, w co» n,) dt , 
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illais on a 


u ~ ci cos (ox) , e = nco*(qr)> w = Oco»(n*)i 


il vient donc : 

il 

? 

on bien 


ada = Fn<& [co* (ar{ cos/ + cos (pjr) cos m -f- cos (ni) cos n] — T.üdt [cos (Or) cos 1, 
-f-cos(X\f)cosm, -f cos (fU)cosn,], 


- n da = Farffcos(nF) — F/iAcos (nF,). 
K 


En appelant df et df, les projections de l’élément de chemin relatif décrit 
pendant le temps dt sur les directions des forces F et F., la dernière équa- 
tion devient 


-ods i = F df— TJf,. 
S 


De là , on tire en intégrant entre deux instants pour lesquels la vitesse relative 
prend les valeurs fl„ et Q, , 


n ÿ- n ÿ = /Frf/_/F *^ 


La seconde force fictive ne figure pas, comme on voit, dans cette équation; 
et l’on devait s’y attendre , puisque cette force étaut perpendiculaire à la vitesse- 
relative, ou & l’élément de chemin décrit, ne peut produire aucun travail 
relatif. 

Si l’on suppose , comme nous l’avons fait précédemment , que les forces F 
et F, soient les résultantes de plusieurs autres forces; que l’on projette ces 
forces sur la direction de l’élément ds du chemin relatif, au lieu de projeter 
cet élément lui-même sur la direction de chaque force , ce qui est indifférent 
quant au travail ; que l’on fasse un premier groupe de celles de ces projections 
qui tombent dans le sens de la vitesse relative fl, et un second groupe de celles 
qui tombent en sens contraire ; qu'enfin l’on désigne par P et F deux projec- 
tions quelconques prises dans chacun de ces groupes, et par P, et F, deux 
projections analogues relatives k la résultante F,; l'équation précédente pourra 
se mettre sous la forme 


il — U ^-i= l f P<b — I /* Vdi — if P»ds -p c/' P ,di. 


On peut l'énoncer en disant; que dans le mouvement relatif , t équation des 
forces vives ou de la transmission du travail a encore lieu , poun’u qu’on 
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ajoute au travail des forces F données, celui que produiraient des forces égales 
et opposées à celles qu'il faudrait appliquer au point matériel pour Cobliger 
à se mouvoir comme s'il était invariablement lié avec Us axes mobiles. 

3i. — Pour donner un exemple de l’application de ce principe , supposons 
qu»!!în«7™«M mobUrl q ue Je mouvement des axes mobiles soit un mouvement de rotation uniforme 

(«■racal uniformément autoTJr d’ un axc . 

J «tout d un aie. 

Dans ce cas , la force capable de faire prendre au point matériel ce même 
mouvement de rotation comme s'il était invariablement lié aux axes mobiles, 
n’est autre que la force centripète; et la force égale et opposée à F, est précisé- 
ment la force centrifuge , dont la mesure est 


à 


n , 
f*’ 


q étant la vitesse angulaire, et r la distance du point matériel à l'axe de rotation. 
L’élément de chemin relatif décrit dans le sens de la force centrifuge étant 

dr, le terme — fFjdf , se réduit à j - q'rdr , dont l'intégrale est — r.’), 

J O 


r, et r. étant les valeurs de r, c'est-à-dire les distances du point matériel à l'axe de 

rotation, aux deux instants entre lesquels on applique l’équation des forces vives. 

Si l’on désigne par U | et les vitesses que prendrait ce point matériel , si , 

aux detix instants extrêmes , il était lié invariablement aux axes mobiles , on 

aura q'r? = et q'r? — u\ ; en sorte que l’intégrale précédente deviendra 

vu?' Vu? ., , , ,, . 

— ; et I équation des forces vives pourra s ecnre 


a,‘ n.’ /*_ , 

n — n — = i / Più- 


nj, 


elle peut s’énoncer en disant que : dans le mouvement relatif d un point 
matériel par rapport à un système animé dun mouvement de rotation 
un forme autour dun axe , il suffit pour obtenir l accroissement de la force 
vive relative d ajouter au travàil , calculé comme dans le mouvement absolu , 
l'accroissement de la force vive due à la seule vitesse de rotation qu'aurait 
le point matériel dans ses deux positions extrêmes , si, aux deux instants 
correspondants , il était entraîné invariablement avec tout U système de 
rotation. 
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De r équilibre ou de la destruction des forces appliquées à un point 

matériel. 


3a. — Ou dit que des forces se détruisent , ou sont en équilibre , quand elles 
ne peuvent ni donner aucun mouvement au point auquel elles sont appliquées, 
ni modifier en rien celui qu'il aurait déjà acquis , ou qu’il prendrait sous 
l'action d’autres forces. • 

Tant que les forces considérées ont une résultante , celle-ci tend évidemment 
k donner un certain mouvement au point matériel sur lequel elle agit, ou & 
modifier celui dont il était précédemment animé. 11 faut donc , pour qu'il y 
ait équilibre entre ces forces, que leur résultante soit nulle. Pour que cette 
condition soit remplie, il faut que les projections de la résultante sur trois di- 
rections différentes , soient nulles séparément; et, comme la projcctiOh de la * , 

résultante sur un axe équivaut à la somme algébrique des projections de ses 
composantes sur ce même axe, il faut, pour l'équilibre d'un système de forces 
appliquées h un même point matériel , que la somme algébrique des projec- 
tions de ces forces sur trois directions différentes, soit nulle pour chacune de 
ces directions. Cette condition est d'ailleurs suffisante puisque, lorsqu'elle est 
remplie, la résultante elle-même est évidemment nulle. 

On peut transformer cette condition en une autre, qui , bien que ne présen- 
tant, dans le cas où nous sommes , rien de plus simple ni de plus commode, 
a beaucoup d'avantages lorsqu’il s’agit de l’équilibre dans des systèmes de 
points formant des corps et des machines. C’est donc uniquement pour pré- 
parer ce que nous aurons à dire à cet égard que nous allons présenter la re- 
marque suivante. 

On a vu (a5) que lorsque plusieurs forces sont appliquées à un même point 
matériel, l'élément de travail de la résultante équivaut è la somme algébrique lî r , p Jjn” 1 f ’' 
des éléments de travail des composantes, quel que soit d’ailleurs le mouvement 
du point matériel. Lors donc que la résultante est nulle , et que le mouvement 
quel qu’il soit, est dû à d’autres forces que celles que l’on considère, on peut 
dire que la condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre, est que la somme 
algébrique des éléments de travail des forces que l’on considère soit nulle pour 
trois déplacements infiniment petits du point matériel. 

Ces déplacements infiniment petits, choisis arbitrairement, sont ici des 
quantités géométriques qui n’ont aucun rapport avec les forces dont on veut 
constater l’équilibre : on n’en fait usage que pour introduire trois directions 
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prises à volonté pour projeter les forces , et constater que les sommes algé- 
briques de ces projections sont exactement nullcs. 

Ces petits chemins arbitraires se nomment des vitesses virtuelles, bien que 
ce ne soient pas réellement des vitesses; et les éléments de travail dus à chacun 
. ces déplacements ont reçu le nom de moments virtuels. La qualification de 
virtuel signifie ici qu'il s’agit , non des mouvements réellement existants, mais 
de mouvements hypothétiques dont il suffît de concevoir ta possibilité. 

On peut donc dire . que des forces appliquées à un même point matériel 
sont en équilibre , lorsque les sommes algébriques de leurs éléments de tra- 
vail sont nulles , pour trois déplacements quelconques, infiniment petits ; ou, 
en d’autres termes, lorsque les sommes algébriques des moments virtuels sont 
nulles, pour trois mouvements virtuels differents. 

Cest en cela que consiste ce qu’on appelle le principe des vitesses virtuelles . 
Nous ne le donnons ici que parce qu’il se représentera plus tard pour toute 
espèce d'équilibre de systèmes plus compliqués, et qu’il est bon de le voir 
d'abord dans un cas simple, quoiqu’il n’ait là que l’avantage de faire connaître 
le sens des termes qui servent à son énoncé. Dans le cas qui nous occupe, ce 
principe n’est, à bien prendre , qu’une autre manière d'énoncer que la résultante 
des forces considérées est nulle. *' ' 

* Il fournit trois équations ou conditions nécessaires et suffisantes pour l’équi- 
libre. En effet , en supprimant dans chaque somme d’éléments de travail qui 
est nulle, l’élément de chemin, ou la vitesse virtuelle, qui se trouve facteur 
commun , on retombe sur les trois équations qui expriment que les sommes 
algébriques des projections des forces sont nulles dans trois directions différentes. 

Du travail dû à [ action mutuelle de deux points matériels. 

33. — Lorsque l’on veut passer de la considération d’un point matériel à celle . 
d un système de points, et, à plus forte raison , d’une machine quelconque, 
pour en étudier le mouvement ou l’équilibre, on est obligé d’avoir recours au 
principe de l’égalité entre l’action et la réaction. 

Noos avons déjà eu occasion d’invoquer ce principe, par anticipation, quand 
nous avons parlé du mouvement d’un point sur une courbe matérielle sur la- * 
quelle il est assujetti à glisser (a i). On se rappelle que nous avons admis dans 
eette question que , si deux corps se pressent mutuellement , l’action que l’un 
de ces corps exerce sur l’autre est égale et directement opposée à celle que ‘i 
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celui-ci exerce à son tour sur le premier. Cette vérité expérimentale n'est 
qu'une conséquence du principe de l'égalité entre l'action et la réaction de deux 
molécules voisines, principe que l'on peut énoncer de cette manière: 

Si deux points matériels m et te! agissent F un sur F autre par^attraction 
ou répulsion, [action de m' sur m étant une force H dirigée suivant la 
droite mm', F action de m sur m' sera une force égale à R , dirigée également 
suivant la droite mm', mais en sens contraire de la première. 

On conçoit qu’une loi de cette nature ne puisse être vérifiée directement par 
l'expérience; mais on est conduit & l'admettre, par l’accord constant qui se 
manifeste entre les conséquences théoriques qui en dérivent, et l'observation 
des phénomènes mécaniques qui se passent chaque jour sous nos yeux. 

34. — Comme première conséquence de ce principe , nous allons faire voir 
que, si r désigne la distance variable de deux points matériels m et m', 
exerçant [un sur F autre des actions égales et opposées représentées par R 
et agissant dans la direction de la ligne mm' qui joint ces points; la somme 
des quantités de travail, tant moteur que résistant, telle qu'elle doit entrer 
dans F équation des forces vives, se réduit toujours à /Rdr: cette intégrale 
étant positive ou négative , c’est-à-dire le travail total devant être considéré 
comme moteur ou comme résistant, suivant que , dans le mouvement des 
deux points , r accroissement dr 'se sera produit dans lè sens de Faction 
de R ou en sens opposé. 

Pour cela, il est nécessaire d’établir un lemme préliminaire, qui consiste en 
ce que: la somme des quantités de travail dues aux deux actions mutuelles, 
ne change pas si les deux points, en outre de leur mouvement relatif, sont 
animes d’un mouvement commun , ou d’un mouvement perpendiculaire à la 
direction de la droite mm! qui les joint , ou , ce qui revient au même, d’un 
mouvement de rotation autour d’un point de cette droite. 

En effet : nous avons vu (a5) que dans le calcul du travail on peut remplacer 
le chemin élémentaire par la somme de ses composantes, et que, par consé- 
quent, lorsqu’un point matériel est animé de plusieurs mouvements simultanés, 
le travail élémentaire absolu s’obtient en faisant la somme des travaux élémen- 
taires calculés dans chaque mouvement partiel. Dans le cas particulier qui nous 
occupe, il faudrait donc, au travail élémentaire calculé dans la seule hypothèse 
du mouvement relatif des deux points, ajouter le travail élémentaire calculé 

dans chacun des mouvements dont on les suppose en outre animés. 

•* * • 




# 


1 


P 

-# 





.3 




1» 

Di^lizecfby CcX^Te 


— Si — 


Or, s’il s'agit d’abord d'un mouvement commun aux deux points m et m , 
les chemins élémentaires décrits étant égaux, parallèles et dirigés dans le même 
sens , et les forces R étant égales et dirigées en sens opposé , les éléments de 
travail cor^pspondants & ce mouvement seront deux è deux égaux et de signe 
contraire, et leur somme, telle quelle doit être introduite dans l'équation des 
forces vives , sera exactement nulle. 

En second lieu , s'il s’agit d'un mouvement où les deux points m et m se- 
raient animés de vitesses perpendiculaires ii la droite mm', ou si l’on veut , d’un 
mouvement de rotation autour d’un point de cette droite, les éléments de tra- 
vail seront constamment nuis, puisque la projection d’une force sur une droite 
qui lui est perpendiculaire est nulle. La somme des quantités de travail dues 
à ce mouvement sera donc nulle elle-même. 

Cela posé, pour revenir à l’évaluation du travail dû aux deux actions mu- 
tuelles R, que ces deux points m et m' exercent l’un sur l’autre pendant leur 
mouvement, nous pourrons, sans l’altérer, leur donner d’abord un mouvement 
commun précisément égal et opposé à celui de l’un d’entre eux, m par exemple. 
Par ce moyen le point m sera réduit au repos, et le point m pourra être con- 
sidéré comme animé de deux mouvements: l’un , en vertu duquel il s’éloigne 
ou se rapproche du point m suivant la droite mm! qui les joint; l’autre, en 
vertu duquel cette droite elle-même tourne autour du point m devenu fixe. 

Donnons maintenant au point m' un mouvement supplémentaire précisé- 
ment égal et contraire & celui eu vertu duquel la droite mm! tourne autour du 
point m. Ce mouvement supplémentaire étant dirigé perpendiculairement à la 
droite mm', le travail ne sera point altéré; et la droite mm! étant devenue im- 
mobile , le point m ne sera plus animé que d’un mouvement rectiligne suivant 
cette droite. L’élément de travail se réduira donc à R dr , le signe de cet élément 
étant positif si le chemin dr a été décrit dans le sens de la force R qui représente 
ici l’action de m sur m\ et négatif si cc petit chemin a été décrit en sens con- 
traire. Le travail total pour une certaine durée du mouvement sera donc fü-dr, 
l’intégrale étant prise pour cette durée. 

Une remarque importante à faire, c’est que, si, malgré les variations partielles 
quer a pu éprouver pendant le mouvement, cette distance est redevenue la 
même après une certaine durée, et que la force R soit uniquement fonction 
de r, l'intégrale relative à cette durée se composera d'éléments qui seront deux 
à deux égaux et de signe contraire, puisque la force ne varie, par hypothèse, 

•* * 
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q avec a distance r; et la valeur totale de cette .rurale sem nulle. Ainiî 
ZT T ^ 3UX aCti ° nS mOUe ' ,,: " reS q-nd' la’ 

dtatancere* constante; ma, S , quand après avoir varié, cette distance reprend 
a même valeur, le travail dû aux actions moléculaires est encore nul. 
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* CHAPITRE II. 1 
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Du mouvement ,r un corps ' r\ .0 

. « ■ Juii • e> i, s: 


- On considère aujourd’hui les corps comme des réunion* de moîéculê, 
disjointes, mais exerçant les unes sur les autres des actions mutuelles. Celle 
hypothèse conduit k «les lois simples sur le mouvement él l’équilibre des corps 
et les conséquences déduite* de ces l*ois théoriques sont confirmées par l’obser- 
Nous supposerons que les Molécules d’un corps soient soumises à Tact, on de 
differentes forces extérieures , telles que leur poids, et -en outre à des action* 
provenant du contact du corps qde l’on considère avec d’autres, ces dernières 
forces n’agissant que sur une partie des molécules des corps en contact , située, 
à la surface de ces corps, ou à une très-petite distance de cette surfi.ce 

Pendant le mouvement du corps, chacune de ces. molécules pourra être re- 
gardée comme un point matériel entièrement libre, s, , outre les forces indi- 
quées c-, fessas qui peuvent lui être appliquées, on considère encre les action, 
que les molécules voisines exercent sur elle. Nous désignerons ces dernières * 

T ° £ Z r" 0 " 1 de/ °r S U>térieUrCS mutuetles ’ I""* V*e . en vertu de sa > 

avons dtikZ * CU ° n ** ** ^ P™** Se K™upe r ; comme nous 

avons déjà eu occasion de le dire, par deux forces égales et agissant en sens 

E “ ajrSnt d0DC *** à toufe '«* forces tan, intérieures qu’extérieures qui 
..gi«ent sur une molécule don, le poids est p , on pourra lui appliquer l’iqua- 
non des forces mes, telle qu’elle a été établie au n* j3. M 
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Si l’on pose une série d'équations semblables pour toutes les molécules* «lu corps, 
et qù’ou les ajoute membre à membre, on aura 




-S 


= ï/Prf» — IfP'dt, 


les signes £ du second membre s’étendant maintenant non-seulement au travail 
de toutes les composantes tangentielles des forces qui agissent sur chaque mo- 
lécule , mais encore à toutes les molécules. * 

. - • 

Dans ce second membre entrent d’une part les quantités de travail dues aux 
forces extérieures, et de l’autre celles qui sont ducs aux seules forces inté- 
''rienres ou mutuelles. Or, dans l’hypothèse d’un corps solide, lorsque les 
distances mutuelles de ses molécules demeurent invariables, les sommes de 
quantités de travail dues à ces forces mutuelles sont nulles, ainsi que nous 
l’avons établi au a* 3 4 . Il ne restera donc, dans le second membre de l’équation 
des forces vives, que les quantités de travail dues aux forces extérieures , telles 
que les poids des molécules, et les actions des molécules extérieures des corps 
en contact avec celui que l’on considère. 

Nous reviendrons plus loin sur la possibilité et sur les moyens de calculer 
les quantités de travail dues b cos dernières forces; pour le moment, il nous 
su (Tira d’avoir établi ce principe : que, dans le mouvement d'un corps solide , 
dont les- molécules restent à des distances invariables les unes des antres, 
le principe de la transmission du travail a lieu comme pour un point isolé ; 
c’est-à-dire que f accroissement de la somme des forces vives, entre deux 
instants quelconques du- mouvement , est égale à la différence entre le tra- 
vail moteur et le travail résistant dus aux forces extérieures qui agissent 
Sur le corps. * • 

36. — Lorsqu'on à pour but de déterminer complètement le mouvement 
!!brê l “““ c ° rp ‘ ‘ ol ' d ' du corps solide, l’équation des forces vi^s, qui renferme l’énoncé précédent, 
11 e suüit pas en général pour résoudre le problème. Si l'on conçoit, en effet, 
trois axes rectangulaires des x , des j* et des z , invariablement liés avec le corps, 
il faudra , pour que le mouvement de ce corps soit complètement déterminé, 
connaître à chaque instant la direction de ces axes mobiles, par rapport à trois 
axes fixes des x, desj". et des s, , ainsi que la position de l’origjne mobile par 
rapport à ces mêmes axes fixes. Or .cette connaissance suppose celle des valeurs 
de six quantités variables: les trois premières sont les coordonnées de l’origine 
mobile; les trois autres seront, si l’on veut, l’angle 9 que fait le plan mobile 
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des xy avec le plan fixe des x,y 4 , l'angle i que fait leur intersection avec l'aie 
des x, et l'angle y que fait cette même intersection avec Taxe des x . 

On peut faire voir d'une autre manière, que, la position de l'origine mobile 
étant déterminée, la direction des axes mobiles ne dépend plus que de trois 
variables. Car les cosinus des angles que les axes mobiles font avec les axes fixes 
étant au nombre de neuf, et étant liés entre eux par les six relations posées au 
n« a8, il ne reste plus que trois d’entre eux à déterminer. 

La position du corps dépendant ainsi de six variables , la connaissance com- 
plète de son mouvement exige six équations propres è donner les valeurs de 
ces six variables en fonction du temps. Dans l'analyse qui va suivre , pour sim- 
plifier la notation, nous remplacerons les variables x . , y,, z, par x , y, z, en 
nous rappelant que ces coordonnées se rapportent h un système d’axes fixes. 
Pour parvenir aux six équations dont nous venons de parler , nous remarquerons 
d’abord qu’en ayant égard aux forces intérieures , ce qui permet de regarder 
chaque molécule comme entièrement libre, si p est le poids d'une quelconque 
de ces molécules, x,y, z ses coordonnées par rapport à des axes fixes, F l’une 
quelconque des forces extérieures ou intérieures auxquelles elle est soumise, 
a , P, y les angles que fait la direction de cette force avec les axes fixes , et u , 
v, w, les composantes, suivant ces axes, de la vitesse de celte molécule; on 
pourra poser (17), 
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On peut remplacer ces trois équations par une équation unique susceptible 
de les reproduire séparément : pour cela il faut recourir à la notion des mou- 
vements virtuels. On concevra que la molécule prenne un déplacement très- 
petit is dans une direction quelconque, qui pourra être tout è fait différente 
de celle quelle prend réellement dans le mouvement dont nous nous occupons. 
On projettera sur la direction de Ss toutes les forces F ainsi que leur résultante, 
et l'on multipliera ces projections par l’élément dt; en d’autres termes on for- 
mera les moments virtuels , ou les éléments de travail virtuel qui résultent du 
petit déplacement & de la molécule. 
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Or , si l’on désigne par * l’accélération \/ (jjf) + (jjj') + » ^ uc & la 

force qui produirait seule le mouvement qui a lieu, et que nous avons appelée 

totale, laquelle a pour composantes suivant les axes - ~ . ~ • l a 

g * g & ’ g dt ' 

résultante des forces F sera celte force totale , et aura pour mesure le produit 

de la masse — de la molécule par cette accélération $. Ainsi, en désignant par 

(<t>3s) l’angle de l’accélération <J> ou de la force totale F avec la direction du 

déplacement 3s, et par (Fis) l’angle d’une de ces forces F avec cette même di- 
rection , on aura, en vertu du principe des vitesses virtuelles (3a) : 

D /^\ /\ 

~ ♦ cos — iF cos ( Fis) .Si. 

Eu supprimant le facteur commun 3s, et choisissant pour la direction arbi- 
traire de 3s, successivement celle de chaque axe, on retomberait sur les trois 
équations (D) , dont celle-ci est , pour ainsi dire , la génératrice. 

Concevons que l’on forme une équation semblable pour chaque molécule 
du corps , et qu'on ajoute ensuite membre à membre toutes ces équations; on 


(B) 


ï— ii = xFcos(F£») .ti, 

g 


le signe r du second membre s'étendant maintenant, non-seulement à toutes 
les forces F qui agissent sur une même molécule, mais encore à toutes les mo- 
lécules. C’est de cette équation que nous allons maintenant déduire les six 
équations qui nous soDt nécessaires. 

Remarquons d’abord que ce qui précède s’applique à un système quelconque 
de molécules libres, et que pour celte raison les déplacements virtuels 3s sont 
restés complètement arbitraires, et peuvent être entièrement indépeudants 
les uns des autres. Mais si nous voulons restreindre la question au cas où il 
s'agit d’un corps solide, et si nous convenons de restreindre en même temps les 
déplacements à ceux qui sont compatibles avec cet état de solidité du corps , 
ou d’invariabilité des distances mutuelles des molécules, tous les éléments de 
travail virtuel dus aux actions intérieures disparaîtront (34), et il ne restera 
que ceux qui sont relatifs aux forces extérieures. Ainsi le principe des vitesses 
virtuelles s’applique en ne considérant que ces forces. 
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p du _ 

I- . t-=ïFcos», 
e dt ' 


le signe 2 du second membre s'étendant ici à toutes les forces extérieures qui 
agissent sur une même molécule, et il toutes les molécules. 

En opérant de la même manière par rapport aux trois axes, on obtient les 
trois équations : 


(F) 


/î- 

du 

1 8 

i* 

J l p 

dv 

1 8 

dt 

1 - p 

dw 

1 i - , 

; « 

~dt 


On serait d’ailleurs parvenu directement à ces équations en écrivant pour 
chaque molécule une suite d’équations semblables aux équations (D), et en les 
ajoutant membre !» membre. Si nous avons introduit la considération des dé- 
placements virtuels , c'est uniquement pour préparer à cette considération dans 
un cas plus compliqué où elle a de l'avantage. 

P 


En se rappelant que la force —.4», qui a pour composantes suivant les axes 

g 

p du p dv p dw . • 

— ■ i ~ • JJ . — • , est précisément ce que nous avons nommé la force 


g al g 

totale (ao), on pourra énoncer les équations (F) qui précèdent, en disant que 
Us sommes des projections des forces extérieures sur trois axes rectangu- 
laires sont égales aux sommes des projections des forces totales sur Us 
mêmes axes. ' , * . , . 

On déduit encore de l’équation (E) une forme d'équations simple , en choi- 
sissant un déplacement virtuel résultant d'une rotation inGniment petite autour 
d'une ligne quelconque; autour de l’axe des x par exemple. 

Si l'on désigne party l'angle inGniment petit, décrit dans cette rotation par la 


^1 




On déduitde l'équation géuérale (E) une équation particulière fort simple, 
en choisissant un déplacement virtuel qui fasse avancer toutes ces molé- 
cules d'une même qnantilé infiniment petite 3s, parallèlement à un axe 
quelconque, par exemple il l’axe des x. L'accélération étant alors projetée 

sur l’axe des x, cette projection est ^ ; l'angle (FJr) devient «, et en suppri- 

• * J » * i 1 • . 

niant le facteur 3s , il vient 
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** 

perpendiculaire r abaissée d'une molécule quelconque du système sur l'axe de 
rotation , on aura, pour l’élément de travail virtuel dû à une force F appliquée 
à cette molécule, 

F co» (^i») . ri} , 

et l'équatiou (E) deviendra 

I— .*cot(*Jj) . ri|>= îFco*(Fi»j r#f. 

g 

Le facteur étant commun 6 tous les termes , puisqu’il s’agit de la rotation 
d’un corps solide autour d'un axe, on aura , en supprimant ce facteur, 

(G) .i»co»(*i»5.r= lFco»f'Fi»).r. 

On obtiendrait deux autres équations de forme semblable , mais réellement 
différentes, en considérant des mouvements virtuels de rotation autour de deux 
autres axes. On arrive donc ainsi aux six équations nécessaires à la détermina- 
tion complète du mouvement du corps. 

Si une force est décomposée en deux autres rectangulaires, l’une située dans 
un plan passant par Taxe* et l’autre perpendiculaire^ ce plan ; cette dernière est 

exprimée par F cos (Fis) , puisque sa direction est celle de Ss. Cela pose, on 
nomme en Mécanique moment d’une Jorce par rapport à un axe, le produit 
de cette dernière composante perpendiculaire à l’axepar sa distance à ce même 
axe. Or , la direction de is qui est celle de cette composante , étant perpendicu- 
laire au rayon r, ce rayon mesure sa distance à l'axe de rotation qui lui est 

perpendiculaire; le produit Fcos(F3r).r est donc, d'après la définition qui 
précède, le moment de la force F par rapport b l’axe de rotation. Les trois 
équations réunies sous la forme (G.) peuvent donc s’énoncer en disant que les 
sommes des moments des forces extérieures par rapport à trois axes rec- 
tangulaires sont égales aux sommes des moments des forces totales par 
rapport aux mêmes axes. 

Pour achever de résoudre le problème qui nous occupe, il ne resterait plus 
qu’à exprimer les quantités u, v, w, etc., en fonction des six variables doù 
dépend le mouvement du système , savoir : des coordonnées de 1 origine mo- 
bile, et des trois angles 6, e, jr qui déterminent la direction des axes mobiles, 
par rapport aux axes fixes; puis à intégrer les six équations différentielles qu on 
obtiendrait entre le temps et les différentielles de ces six variables, et à déter- 
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miner les constantes arbitraires par les conditions relatives k l'état initial , que 
l'on suppose connu. 

Les six variables dont nous parlons étant ainsi données en fonction du temps 
par un même nombre d'équations distinctes, la position du système à chaque 
instant serait complètement déterminée. Il en résulte que toute autre équation 
que l'on pourrait déduire de l'équation (E) par le choix de nouveaux déplace- 
ments virtuels , devrait nécessairement rentrer dans l’une des équations (F) et 
(G), ou pouvoir se déduire de leur combinaison. 

37.— Les équations (G) déduites de (E) par la considération d’un mouve- 
ment virtuel de rotation, peuvent être présentées sous une autre forme. 

On a vu, en effet, que dans le calcul des éléments de travail, on pouvait 
remplacer le travail d'une résultante par la somme des quantités de travail de 
ses composantes. Si donc on représente par X , Y, Z , les composantes de la 
force F suivant les axes, et par ix, !jr, 3z , les accroissements infiniment petits 
des coordonnées du point d’application de F, résultant du déplacement virtuel 
que l’on considère, XJx, Y3y, Z3z seront les éléments de travail des trois com- 
posantes, et l'on aura 

Fco. (Fil) ii = Xix -f Yiy + Zi; , 

<■11 p du p dv p dw 

et, par une raison semblable, - g dt‘ ~g ~dî ® Unt * es composantes de 


force - $ , ou aura 


- . »cos(4>i>) . il =3^- . ~ îx-p — . ~ ijr -f- - 
g g dt g dt ' g 


dw 

Ht 


is. 


Si l’on considère en premier lieu les déplacements virtuels résultant d’un mou- 
vement de rotation autour de l’axe des z , étant toujours l’angle infiniment 
petit, décrit par le rayon vecteur r perpendiculaire k l'axe; et le mouvement 
ayant lieu de l’axe des x positifs vers l’axe des/ positifs, on aura 


: . 

k 




■■a 


is = 0, fy ■ 


; il- , 


ni*, ix = — ii- = — H*, 


et y - , sont les cosinus des angles que le rayon r fait avec les axes 


y 

puisque - et - 

des x et des /, ou les sinus de ceux que ce rayon fait respectivement avec les 
axes des/ et des x; et 3s étant égal k rty. 


, 
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Cela posé , l'équation (E) deviendra 


p / du du\ 

5F -'2T) -*<**-'*' 

et en considérant les mouvements virtuels de rotation 
autour des deux autres axes, on trouverait de même 

p ( dw dv\ _ 

*“*ay“ a,lrZ — ^ 

I p ( du dw\ , _ * 

Cette forme est celle sous laquelle on présente ordinairement lis trois équa- 
tions du mouvement qui expriment l'égalité entre les sommes des moments , 
des deux espèces de forces que l'on considère, savoir les forces extérieures et les 
forces totales, capables de produire sur chaque poiut, le mouvement qu'il prend 
réellement. Le problème sera complètement résolu par le système des équa- 
tions (F) et des équations (H), quand on aura exprimé les quantités u, v, w, 
x,jr, z, etc., en fonction des six variables d'où dépend la position du système. 
Principe mr le mou- 38. — On désigne sous le nom de centre de gravité d’un système de points 
"/.i un co'pi'Io U r 'matériels un poiut moyen tel que , si ï, », Ç sont ses coordonnées, et x, y, z 
celles d’un point matériel quelconque du système, ayant un poids p, on a 



* 


(*) 




équations qui, lorsqu’on y chasse les dénominateurs, signifient que la somme des 
produits qu’on obtient en multipliant le poids de chaque point matériel par sa 
distance à l’un des plans coordonnés, est égale au poids total du système 
multiplié par la distance du centre de gravité au même plan. 

Si l’on représente par U, V, W, les composantes de la vitesse du centre de 

, j -, , d£ dit d^ 

gravité, c’est-à-dire les quantités ^ on aura 


de même 




y>u 


rfü 



du 

V 

= v" 

d’où 

de 

zp = 


dt 


_ l P v 


dV 



du 

V 


d’où 

de 

ip = 


dt 

w 

lpw 


dW 

V» 


dw 

- îT 

d'où 

de 

y> 

dt 
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el, en remarquant que l’onu Fcosa=X, Fcos{}= Y, Fcosy = Z, les équa- 
tions (F) deviendront 



dû p 
-7-i - 
di e 





P 

g 



Ces équations sont ainsi ramenées il ne contenir que les trois variables U , 
V, W, ou les coordonnées {, », ç dont celles-ci dérivent. On peut les éuonccr 
en disant que : le centre de gravité du corps solide se meut comme le ferait 
un point matériel isolé , ayant un poids égal au poids total du système, et 
soumis à toutes les forces extérieures , transportées en ce point parallèle- 
ment à elles-mêmes. Ces équations sont en effet, de même forme que les 
équations (D) qui se rapportent au mouvement d’un seul point matériel. 

Nous verrons plus loin que le théorème que nous venons d'énoncer, n’est 
point particulier au mouvement d’un corp9 solide ; il s'étend en général à un 
système de corps dans certaines conditions de liberté de mouvement. On le 
connaît sous la désignation de principe sur le mouvement du centre de gravité. 

On conclut de ce principe que lorsque le centre de gravité a un mouvement 
rectiligne et uniforme , les forces extérieures doivent satisfaire aux conditions 
d’équilibre, et que réciproquement quand ces conditions sont remplies, le 
mouvement du centre de gravité est uniforme. Dans le premier cas, en effet, 
on sait que les premiers membres des équations (I) deviennent nuis, et alors les 
deuxièmes l'étant aussi, les équations expriment que la résultante de toutes les 
forces extérieures transportées au centre de gravité est nulle , ou que ces forces 
ainsi transportées se font mutuellement équilibre. Dans le second cas ce sont 
les deuxièmes membres qu’on sait être nuis, cl alors les premiers l’étant aussi , 
le centre de gravité a un mouvement uniforme. 

On voit par la nature même des équations ( h ) qui donnent les coordonnées l, 
r , , (du centre de gravité, que ce point occupe une position Gxe dans le corps. 
Lorsqu'on aura, pour un iustant donné, la position et la vitesse de ce point, les 
équations (1) feront connaître celle position et cette vitesse pour un instant 
quelconque. Pour connaître complètement le mouvement du corps solide, il 
ne reste donc plus qu’à déterminer le mouvement de rotation qu'il prend au- 
tour de son centre de gravité. Sans entrer ici dans le détail de la résolution de 
ce problème , nous en ferons seulement sentir la possibilité. 
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Pour cela, ou peut d'abord changer les coordonnées x , y, z qui se rappor- 
tent k une origine Exe, en d’autres coordonnées x',y, z qui se rapportent au 
centre de gravité pris pour origine d'un système d'axes mobiles parallèles aux 
premiers. 11 suffira pour cela de remplacer x ,jr, z par £+x’, n+j , Ç-f-z’, et 
u, v, w par U-f-n', V -)- 1 /, W 4- w 1 ; en désignant par u', v, w les compo- 
santes suivant les axes mobiles de la vitesse relative k ces axes. 

Le centre de gravité servant d’origine aux coordonnées x' j J , z', on a , d’après 
les valeurs mêmes de £ , «, Ç données par les équations (/i) , 

y = 0i vtr'* 0 . V*'*“°* 


et par suite, en différentiant par rapport au temps, 

ipu! = 0 , îpd = 0, zpW = o , 


d’où 


dd 

lp * 


dd _ dw 

^di = 0 ' lp dF=° 


A l’aide de ces relations et des équations (I) , les équations (H) se réduisent k 

H Hr -✓£)=■«'»-✓»• 

(•îO'S-'t)-*'" 1 -*'* 

Comme elles ne contiennent plus aucune variable , se rapportant au centre de 
gravité ; mais seulement celles qui se rapportent aux axes mobiles passant par 
ce centre , elles expriment que le mouvement autour du centre de gravité se 
détermine comme si ce centre était fixe. 

Il faudrait maintenant, dans ces équations, exprimer toutes les variables, qui 
sont en nombre triple de celui des molécules, au moyen de trois quantités 
indépendantes capables de fixer la position du corps; tels seraient, par exemple , 
les trois angles 9, t, x dont nous avons déjà parlé. Cette analyse étant un peu 
compliquée, nous ne la donnerons pas ici. 11 suffit, pour ce qui nous sera né- 
cessaire par la suite , d’avoir établi que le mouvement du corps dépend de la 
détermination de six variables en fonction du temps au moyen des six équa- 
tions (I) et (J). 
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Nous remarquerons en terminant, que le mouvement de rotation autour du 
centre de gravité , exprimé par les équations (J) ne changerait pas si l’on in- 
troduisait dans le système des forces passant par ce centre. Cela résulte de la 
forme même des seconds membres de ces équations et de ce que les coordon- 
nées du centre de gravité, auquel on supposerait les nouvelles forces appliquées, 
sont nulles par rapport aux axes des x', y , z . On en conclut que le mouve- 
ment relatif de rotation autour du centre de gravité ne changerait pas si l'on 
venait à appliquer à ce centre des forces capables de le réduire au repos. 

De f équilibre et de t équivalence des forces appliquées à un corps solide. 

3g. — On dit que des forces appliquées à un corps solide sont en équilibre , 
quand elles ne peuvent ni donner aucuu mouvement à ce corps supposé en repos 
ni modifier le mouvement qu'il posséderait déjà , ou qu'il prendrait sous l'ac- 
tion d’autres forces. 

Considérons le cas le plus général , celui où le corps serait déjà animé d'uu 
certain mouvement ; et concevons qu’on applique à ce corps un nouveau sys- 
tème de forces. Désignons par F, l'une quelconque d’entre elles et par X, , Y,, 
Z, ses composantes suivant les axes. Ces forces devront être introduites dans les 
seconds membres des équations (F) et (H) ou (J), qui exprimeront alors le mou- 
vement du corps sous l'action des forces primitives et des forces introduites F,. 
Or, si l’on veut que ce mouvement soit identique avec le mouvement primitif, 
c'est-à-dire, d'après la définition, que les forces F, soient en équilibre, il faudra 
et il suffira que les sommes relatives à ces forces disparaissent d'elles-mêmes 
dans les seconds membres des équations citées , ce qui fournit ces six conditions 

tX, = 0, iY, = 0, iZ, = 0, 

X(xY,-rX,} = 0, s. (y Z, — z Y,) = 0. I(zX, - -rZ.) = 0. 

Elles sont nécessaires et suffisantes pour l'équilibre des forces F,.* 

On peut pour simplifier la notation, effacer les indices; et l'on aura, pour 
l'équilibre d’un système de forces F quelconques appliquées à un corps solide , 
les six relations 

iX = 0 , iY = 0, iZ •= 0, 
x(xY —yX) = 0, ztyZ — sY) = 0, i (sX — xZ) = 0. 

Les trois premières expriment que les sommes des composantes suivant 
trois axes rectangulaires quelconques sont nulles-, ces composantes étant 

9 
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toujours regardées comme positives quand elles sont dirigées dans un sens 
déterminé , celui des coordonnées positives par exemple , et comme négatives 
quand elles sont dirigées dans le sens contraire. 

Pour énoncer simplement les trois dernières , on remarquera d'abord que 
l’origine des coordonnées x , y, z est quelconque. En second lieu , si l'on 
appelle F' la projection de la force F sur le plan de xy, r' la distance de l’ori- 
gine à cette projection , et « l’angle de cette même projection avec l’axe des x, 
on aura 

X = F co» a, Y = — F»in», jrir/sina, = /'co s i i 

d'où l’on tire facilement 

— xY = F V. 

Or , F r 1 est le moment de la force F par rapport à l’axe des z. Celte quantité 
est égale en effet au produit de la distance r* de l’axe au point d’application 
de la force F, multiplié par la composante perpendiculaire au plan , passant 
par l’axe et par ce point d'application. Or nous avons déjà dit (36) que ce 
dernier produit prenait la dénomination de moment. Les quantités yZ — zY 
et zX — xZ , prises avec un Bigne convenable sont par la même raison les 
moments de la force F par rapport à l’axe des x et à l’axe des y. Les trois 
équations que nous cherchons à énoncer signifient donc que les sommes des 
moments des forces par rapport U trois axes rectangulaires , sont nulles 
quels que soient ces axes ; ces moments étant regardés comme positifs, 
quand la force considérée tend à faire tourner dans un sens déterminé autour 
de l’axe auquel ces moments se rapportent , et comme négatifs quand la force 
tend à faire tourner en sens contraire. 

4o.— On dit que deux systèmes de forces appliquées successivement h un 
même corps, sont équivalents , quand elles donnent ou pourraient donner à 
ce corps le même mouvement. Les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
le mouvement soit le même, sont que les seconds membres des équations (I) et 
(H), qui déterminent le mouvement des corps, soient égaux dans les deux cas. 
En désignant par X, Y, Z les composantes d’une quelconque des forces du 
premier système, et par X’, Y', Z' l’une quelconque des forces du second 
système appliquée au point dont les coordonnées sont x > , /, z , on a ainsi les 
relations suivantes : 

xX = ïX’, ïY = zY', zZ = xZ', 

HxY-yX) =ZCyY'-x'X'), îO'Z- zX) = xcyZ'-x'Y'), z(iX-xZ) = i(Xy-x’Z'). 
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Les trois premières équations indiquent que les sommes algébriques des 
composantes suivant les axes sont égales dans les deux systèmes; les trois der- 
nières expriment que les sommes des moments des forces par rapport à trois 
axes rectangulaires sont égales dans les deux systèmes. 

Les six équations du mouvement d’un corps solide ayant été obtenues par la 
considération des vitesses virtuelles, il est clair qu’on aurait pu , parla même 
marche, arriver directement aux équations d'équilibre, ou aux équations d’é- 
quivalence. Si l’on veut, par exemple, obtenir de cette manière les équations 
d’équilibre, on partira de l’équation générale (E) du n* 36, relative è l’équi- 
libre d'une molécule, et qui exprime que la somme des éléments de travail 
virtuel, ou des moments virtuels, des forces qui agissent sur cette molécule, 
est nulle. On écrira une suite d’équations semblables pour toutes les molécules, 
et on ajoutera ces équations membre il membre. On restreindra les mouvements 
virtuels à ceux qui sont compatibles avec l’état solide du corps que l’on consi- 
dère; les éléments de travail virtuel dus aux forces moléculaires disparaîtront 
d'eux mêmes , et il ne restera que ceux qui sont dus aux forces extérieures. On 
. choisira enfin , parmi les mouvements virtuels que peut prendre le corps solide, 
les trois mouvements infiniment petits de translation parallèlement aux axes, 
et de rotation autour de ces axes, et l'on arrivera aux six équations trouvées 
ci-dessus. 

Si l'on voulait employer la même marche pour obtenir les équations d’équi- 
valence , il faudrait préalablement déduire de l'équation (£) citée, une condi- 
tion générale d’équivalence entre deux systèmes de forces appliquées à une 
même molécule, ce qui se ferait comme au commencement de cet article ; on 
opérerait ensuite sur cette équation ainsi transformée, pour obtenir les six équa- 
tions d’équivalence, comme on opérerait sur l’équation (E) pour obtenir les 
six équations d'équilibre. 



4i. — On a souvent à considérer un système de forces parallèles qui sont 
appliquées à un corps solide, et à déterminer la direction et la grandeur 
d'une force unique équivalente, à ce système de forces. 

Soit P l'une quelconque des forces parallèles, et R la force unique, équiva- 
lente au système des forces P , et que, pour cette raison, on nomme leur résul- 
tante. Désignons par a, fi, y , les angles que la direction commune de ces forces 
P fait avec trois axes rectangulaires, et para, b, c ceux que fait la résultante 
R avec ces mêmes axes. Les trois premières équations d’équivalence donneront 
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Rcosa = ïPcos», Ucost = iPcos^ , Rcosc = xPeosy. 

En général, parmi les forces P, les unes agissent dans un sens, les autres en 
sens contraire ; concevons que a , 0 , y se rapportent à celles qui forment la plus 
grande somme; pour celles-là on devra écrire cos a, cos (3, cos y; pour les 
autres on devra mettre au contraire — cos a, — cosjî, •— cosy. Mais la valeur 
absolue de ces cosinus étant la même pour ces deux catégories de forces, on 
peut mettre cosa, cos 3, cosy, hors du signe X, en convenant de regarder 
comme positives celles des forces P qui agissent dans le sens de la plus grande 
somme, et comme négatives celles qui agissent en sens contraire. On aura ainsi 

Rcosa = co*ixP, R co» 6 = co»fiïP, Rcosc = cosyïP, 
élevant au carré , et ajoutant , il vient 

R’ = (iP)* d'où R = iP. 

Car on doit évidemment écarter la solution négative , introduite en élevant au 
carré. On trouve alors 

co» a = co» » , coii— cosp, cosc *= cos y. 

c’est-à-dire que la résultante R fait avec les axes les mêmes angles que les 
forces P, et leur est par conséquent parallèle ; est de plus égale à leur 
somme algébrique , et de même sens que celles dont la somme absolue est 
la plus grande. 

Soient Ç, n, ( les coordonnées d'un point quelconque, pris sur la direction 
de la résultante; les trois dernières conditions d'équivalence donneront 

((Rcosll — nRcoïfl) s= ï(xPco»? — .ypeosa), 

(«Rco» c — !;R cos 6; = ï( i yPco»7 — sPcosp), 

((Rcosa — (Rcosc) =i(iP cos « — xPco»?), 

ou bien 

R(5co %b — u cos a) = co»piPx — cosaJp}-, 

R {ticoêc — ïco» i) = co» yiPj' — cos^lPi , 

R ((cosa — ( cote) = cosalPi, — co«ylPx 

De ces trois équations, deux seulement sont indépendantes; la troisième, 
par exemple, peut se déduire des deux autres , en multipliant la première par 
cos c, ou son égal cosy, et la seconde par cosa, ou son égal cos a, ajoutant 
membre à membre, et divisant ensuite l’équation qui en résulte par cos b , ou 
son égal cos (3. Pour que la force R, dont l'intensité et la direction ont été 
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déterminées ci-dessus , soit complètement équivalente au système des forces P, 
il suffit donc quelle passe par un point dont les coordonnées satisfassent à deux 
des équations qui précèdent. 

Ces équations sont identiquement satisfaites si l'on a les relations 
R$ = ïPx, Ri = iPy, Rü = '.Pi , 



et cela quelle que soit du reste la directiou commune des forces P et K. Le* 
point dont les coordonnées £, », t sont données par ces formules, jouit dont 
de cette propriété, que si les forces P appliquées toujours aux mêmes points , 
venaient à changer simultanément de direction eu conservant leurs intensité» 
et leur parallélisme, leur résultante passerait encore par ce point. On lui 
donne pour celte raison le nom de centre des forces parallèles. 

Si les forces P sont les poids des molécules du corps , le centre des forces 
parallèles prend le nom de centre de gravité. Ce point dont les coordonnées 
sont données par les formules 

. iPjt sPx . 

» = 7p~’ ' ~ iP ’ 

puisque R= jP , est celui par lequel doit toujours passer la résultante des poids, 
si la direction de ceux-ci vient à changer par rapport au corps, ou, ce qui re- 
vient au même, si la position du corps vient à changer par rapport à la direc- 
tion verticale qui est celle de la pesanteur. Ces formules justifient la définition 
que nous avions déjà donnée du centre de gravité , lorsque nous avons eu besoin 
de le considérer uniquement comme un point géométrique, dont la position 
était fixée par les formules ci-dessus. 

La somme iPx , qui forme le numérateur de {, est ce que loti appelle la 
somme des moments des poids, par rapport au plan des yz ; la somme 2Py est 
de même, la somme des moments des poids par rapport au plan des xz, et 
la somme 2Pz est la somme des moments des poids par rapport au plan 
des xy. 

Si le corps que l’on considère est homogène dans toutes ses parties, de sorte 
que les poids de ses éléments soient proportionnels à leurs volumes, alors, en 
désignant par V le volume total du corps, et par dv un élément infiniment 
petit de ce volume; on pourra écrire 
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Les sommes 2xdv, lydu, Izdv , s'appellent les sommes des moments des 
éléments de volume par rapport aux plans respectifs des yz , des xz et des xy. 

Pour effectuer le calcul , on devra en général , remplacer du par le produit 
dxdydz , et les signes 1 par de triples signes d’intégrations relatives aux trois 
variables x , y, s. Mais si l'on suppose , dans chaque formule , les deux pre- 
mières intégrations eflfect uées, que l’on nomme U x , U r , U, les superficies des 
sections faites dans le corps par des plans respectivement perpendiculaires aux 
axes des x, des y et des z, à des distances de l’origine marquées par x, y et z, 
on aura 

rX rY f Z 

I U.xrf-r I U r y<fy I Uiufe 

Jx. J). 




les quantités x„ et X , y u et Y, z. et Z , limites des intégrales, étant les coor- 
données ou les distances à l'origine des plans qui limitent le corps. 

11 ne faut pas perdre de vue Que les coordonnées x , y, z doivent entrer 
dans ces formules avec le signe qui leur convient. S’il arrivait, par exemple, 
que le plan des yz coupât le corps, pour la partie supérieure du plan z serait 
positif, tandis qu’il serait négatif pour tous les points situés dans la partie infé- 
rieure. 

11 résulte de là que si le plan des yz partageait le corps en deux parties 
symétriques , les éléments U^xcfx se sépareraient en deux séries parfaitement 
égales, mais dont les signes seraient contraires, en sorte que l’intégrale 

f X 

| U rXdx et par suite J se réduiraient à zéro; c'est-à-dire que, dans ce cas, 

le 1 centre de gravité serait dans le plan des yz. 

En général , toutes les fois qu’un plan divisera le corps en deux parties sy- 
métriques, son centre de gravité sera dans ce plan; car on pourrait le prendre 
pour l'un des plans coordonnés, et répéter les raisonnements ci-dessus. 

Si l'on connaît trois plans différents qui divisent ainsi le corps en deux parties 
symétriques, le centre de gravité devant se trouver sur chacun d’eux, sera évi- 
demment à leur intersection. 

On a souvent à considérer des corps compris entre deux plans parallèles très- 
peu distants , et qui se réduisent à des feuilles d’une très-petite épaisseur. Pour 
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déterminer le centre de gravité d’un pareil corps , ou le considère comme 
n’ayant que deux dimensions. Si l’on prend par exemple , le plan du corps pour 
celui des xj , on aura simplement 



V étant la superficie du corps , U, et U, les longueurs des sections faites dans 
cette superficie par des droites perpendiculaires aux axes respectifs des x et des 
y , à des distances de l’origine marquées par x et par^; x. et X, jr„ et Y étant 
les distances à cette origiue des parallèles aux axes qui limitent la superficie 
du corps. 

Du mouvement d un système de corps solides, ou d une machine quelconque. 

4a- — On désigne en général sous le nom de machine un système de corps 
solides en contact , destiné & transmettre le travail des forces. Pour justifier et 
éclaircir !i la fois cette définition, il est nécessaire d'étendre & un système de 
corps en contact les uns avec les autres , l’équatiou dite des forces vives qui 
renferme le principe de la transmission du travail. Si l'on considère en particu- 
lier l'un des corps dont la machine se compose, on aura comme nous l’avons 
vU (35) , 

V — y> ^ =* ï/p<* — VtU. 

Le premier membre de celle équation exprime l’accroissement de la somme des 
forces vives de toutes les molécules du corps. Les forces qui entrent dans le 
second membre ne sont que les forces extérieures à ce corps; lorsque, toutefois, 
comme nous l'admettons ici, son mouvement s'opère sans que les distances 
respectives de ses molécules soient altérées. 

Si l’on écrit une suite d’équations semblables pour tous les corps qui com- 
posent la machine, et qu’on ajoute ces équations membre à membre, le premier 
membre de l’équation résultante exprimera l’accroissement de la somme des 
forces vives de toutes les molécules de la machine; le second membre sera la 
somme des quantités de travail de toutes les forces extérieures à tous les corps 
qui la composent. 
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Cette somme peut se réduire quand on suppose, ainsi que nous le faisons, que 
le système de corps forme réellement une machine , c'est-à-dire que ces corps 
■ estent en contact , en réagissant les uns sur les autres pendant le mouvement. 

En effet , la réaction de deux corps en contact est due à l'ensemble des at- 
tractions ou des répulsions des molécules d’un corps sur celles de l’autre, les- 
quelles sont assez voisines pour agir effectivement entre elles. Considérons 
deux de ces molécules m et ni appartenant ainsi à deux corps différents en 
contact; soit r la distance qui les sépare, K faction mutuelle quelles exercent 
l’une sur l’autre, dr la variation de leur distance dans le temps infiniment 
petit dt , et dt l'élément décrit dans l’espace par l’une de ces molécules m, 
pendant le même temps. Le travail élémentaire de R , relatif au mouvement 
de m dïms l’espace sera R-iv. cos(R<fi), et le travail élémentaire relatif à la 
variation de distance des molécules sera Rt/r. Au bout du temps total pendant 
lequel s’exerce la réaction mutuelle de ces molécules, le travail total de R 
relatif au mouvement de m dans l’espace sera donc fRds.cos(Rds); et le 
travail total dû à la variation de distance sera fRdr. 

Mais, cn-observaut ce qui se passe pendant ce temps, on voit que la distance 
r diminue de plus en plus, jusqu’à ce qu’elle atteigne un certain minimum, et 
commence dès lors à croître. Ce n’est ordinairement qu'aux environs de ce 
minimum , c’est-à-dire lorsque dr est très-petit, que la force R a une valeur • 
appréciable. Il en résulte que l’intégrale fRdr est généralement très-petite 
par rapport à l’intégrale f Rds. cos (Rds); et si l’on étend cette observation à 
toutes les molécules qui réagissent , on voit que le travail moléculaire dû aux 
deux actions mutuelles des molécules qui réagissent les unes sur les autres dans 
le voisinage du point de contact, est d'ordinaire très-petit par rapport au travail 
extérieur des forces qui agissent sur ce même corps en vertu de son contact 
avec d'autres corps , ou en vertu des actions analogues aux poids des molécules- 

L'intégrale fRdr sera rigoureusement nulle si la force mutuelle R n’est 
fonction que de la distance r; car ses éléments formeront alors deux groupes 
de termes égaux et de signe contraire. Bien qu'on ait tout lieu de croire qu’il 
en est ainsi , et que les forces R restent les mêmes quand les distances reviennent 
les mêmes, cependant les choses ne se passent pas comme si cela avait lieu. 
Mais nous verrons plus loin que cela tient à l’inexactitude de l'hypothèse que 
nous avons faite sur l’invariabilité des distancesdes molécules d’un même corps 
dans le voisinage des points de contact- 


Digitized by Google 


•# 


7 . 




Xïji' 


— 73 — • 


Nous reviendrons sur ces quantités de travail fR dr, quand nous aurons égard 
aux ébranlements des molécules d’un même corps. Pour le moment , comme 
nous nous tenons encore dans une conception plus rationnelle que physique, 
nous supposerons que la force R n’ait de valeur que lorsque dr est sensiblement 
nul , et qu'aiusi le travail dû aux actions mutuelles disparaisse. Cette hypothèse 
s approchera d ailleurs d autant plus de la réalité que les corps en contact seront 
moins susceptibles d’étre ébranlés ou déformés dans le voisinage du contact; ce 
qui revient à dire qu’ils seront plus durs et plus polis, puisque, ainsi que l’expé- 
rience nous le montre , c’est dans ce cas que les conséquences de celte suppo- 
sition deviennent plus approximativement exactes. 


Cela posé, l’élément Rcfs. cos(R<fs) pour une molécule m recevant l’action R 

d’une molécule rri du corps contigu, est égal en valeur à l’élément R<Zs’.cos(^2j') 
pour la molécule ni de cet autre corps, recevant l’action égale et opposée R de 
la molécule m. Puisque la somme des deux éléments doit être nulle , ou , en 
d'autres termes, puisqu’à l’instant où la distance r, atteignant son minimum, nc 
varie plus sensiblement, il en résulte que le travail extérieur que reçoit chaque 
corps par son contact avec un autre , est égal à celui qu*il 'produit lui-même snr 
cet autre par le contact; seulement ces deux travaux sont de signe contraire. 
Il en résulte qu’au travail résistant produit sur une machine par l'action des 
corps extérieurs, on peut substituer à volonté le travail moteur que ceux-ci 
reçoivent par l’effet de leur contact avec la machine. Cette proposition permet 
d énoncer de la manière suivante l'équation des forces vives , ou de la transmis- 
sion du travail , pour une machine composée de corps solides , et dans laquelle 
les forces résistantes sont produites seulement par l’action de corps en contact, 
et dans laquelle on fait abstraction des actions moléculaires et conséquemment 
des frottements aux points de contact. 

Dans toute machine en mouvement , la différence entre le travail moteur 
développé par les forces extérieures pendant un certain temps; et le travail 
moteur transmis pendant le même temps à des corps extérieurs , est égale 
" l'accroissement des forces vives des corps dont la machine se compose- 

Nous reviendrons sur les conséquences de cet énoncé, quand nous aurons 
montré comment il s’applique à des corps dont les molécules peuvent être 
ébranlées. 


43- — Lorsqu'on fait abstraction du travail moléculaire développé par le 
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contact des divers corps qui composent une machine , la seule équation des 
forces vives suffit pour déterminer le mouvement qu’elle prendra soiiS 1 action 
• de forces extérieures données, pourvu, toutefois, que ce mouvement ne puisse 
être que d’une seule espèce; c’est- k -dire que la position relative des différentes 
pièces de la machine, ne dépende plus que de la détermination d une seule 
variable en fonction du temps. 

Mou.tm.mduproduie. Pour en donner un exemple , supposons qu’il s’agisse de déterminer le mou- 
vement de rotation d'un corps pesant assujetti à tourner autour d on axe fixe 
et horizontal , lequel est réalisé par un cylindre ou arbre retenu à ses extré- 
mités dans deux collets cire ulaires. 

Désignons par 0 l'angle que fait, avec un plan fixe et vertical passantparl axe, 
un plan mobile avec le corps, passant par l’axe de rotation du système et par 
. son centre de gravité; ce point étant choisi ici comme tout autre point du 
corps dont la position fixe par rapport a ce corps serait exactement définie. 
• Représentons par r la distance d’une des molécules du corps & 1 axe, par p le 
poids de cette molécule, et par ? la vitesse angulaire, dont la valeur initiale est 
^ ; la vitesse réelle de la molécule considérée étant , l’équation des forces 
vives deviendra 

zlùl _ s = fvd, - fvdi, 

■ . g 2 g 2 

. le second membre ayant la même signification que précédemment. 

Le facteur ç’ est commun à tous les termes de la première somme 2 , et le 
facteur y,', à tous les termes de la seconde; on aura en mettant pour sa 


valeur —, 
dt 


Le second membre se calculera en fonction de l’angle 0; on peut donc le 
représenter par /\6 ) , et l’on tirera de l’équation qui précède 




Digitized by Google 




— 75 — 


Supposons que les forces qui agissent sur le corps ne soient que les poids de 
ces molécules et que l'axe de rotation soit horizontal. Si l'on désigne par p la 
distance du centre de gravité du corps & l’axe de rotation . on aura en re- 


x.«* 


présentant par n le poids total 

f P dt — f = n«(cost — cos &„) , 


«.* 


0. étaut la valeur de l'angle 9 à l’origine du mouvement, à l'instant où la vitesse 
est nulle. On aura alors^.sso, en même temps que 9 = 0., et l'équation 
ci-dessus deviendra 


z£- 


ig f* —* 

' ~ i/ ttf J *y co» C — co* sf 


Si l’on vent le temps l depuis l'origine du mouvement jusqu'à l’instant où le 
centre de gravité du corps est dans le plan vertical passant par l’axe, on devra 
faire 9 = o, et l'on aura 

IJ» . 

V'tlp J py Cf)*6 — COI (r. 




I 


9m. i I 




Si l’angle 0. est très-petit , on pourra remplacer cos^-cos0 o par 0 

viendra 


, et il 


*n P 2 
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Ce temps est celui qu'emploie le centre de gravité du corps pour parvenir au 
plus bas de sa course; c'est le quart d’une oscillation. Le temps d’une demi- 
oscillation est 


,|Æ." 
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Celui d'une oscillation entière , c’est-à-dire celui qui s’écoule depuis le départ 
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du corps jusqu’à ce qu'il soit revenu à sa première position, est 
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Moment .l'ioeiUc 



La somme représentée par Ipr' se tiomme le moment d inertie du corps, par 
rapport à Taxe auquel répondent les distances r: c'est la somme des produits 
qu'on obtient en multipliant le poids de chaque élément du corps par le carré 
de sa distance à l’axe : cette quantité figure fréquemment dans la théorie des 
machines. On voit en effet , par les calculs qui précèdent , qu’en la multipliant 

par —, c’est &-dire par la hauteur due à la vitesse <j du point situé b l’unité 

*0 

de distance de Taxe, on obtient la force vive que possède, b un instant donné, 
le corps qui tourne avec cette vitesse. Cette quantité joue ainsi, pour l’évaluation 
de la force vive dans le mouvement de rotation , le même rôle que le poids du 
corps dans le mouvement de translation. 

On obtient la quantité lpr\ par les méthodes que fournit le calcul intégral. 
Pour cela . on rapporte ordinairement les différents points du corps b deux 
plans coordonnés rectangulaires passant par l’axe , et l’on remplace r' par la 
somme x'+y-'’ l -, x et/ étant les distances d'un point quelconque du corps b ce* 
deux plans. On n’a plus alors b calculer que la somme Ipx' + Ipy'- Or, si 
l’on désigne par U et V lesaires des sections faites dans le corps par des plans 
parallèles aux deux plans coordonnés , et conséquemment perpendiculaires aux 
coordonnées x et/; on aura, s'il s'agit d’un corps continu dont la forme soit 
susceptible d’nne défin^m mathématique , 

• 

r*. (y- 

ipx’ =<&■ I Ux'tir et ipy' = ® I Vy'4) , 

- Jx. , Jy . 


* étant le poids de l’unité de volume du corps , et x 0 , x, , y, , , les coor- 

données qui limitent ce corps. 

On démontre facilement que si K désigne le moment d’inertie d'un corps par 
rapport b un axe qui passe par le centre de gravité , le moment d’inertie par 
rapport b un axe parallèle , situé à la distance p du premier , sera 


K + i'?% 

II étant le poids total du corps. 

En effet , en supposant que les coordonnées x et / se rapportent b l’axe qui 
passent par le centre de gravité , et désignant par a et b , les coordonnées d’un 
point du nouvel sxe, x — a et y — b , seront celles d’un point quelconque du 
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corps, pr rapport è ce nouvel axe; on aura donc pour le moment d'inertie K 
par rapport à ce dernier axe , 

* R' = * | U (X— a)'dx + * P \{y—h)‘ dy. 

Jr„ J y. 

Le premier axe passant par le centre de gravité, on a par les propriétés de ce 
point (38), 

«■ j Ux<£r=0 .et * f \ytfy = 0, 

J *. J y. 

ces équatious réduisent la précédente k 

K' = » f \jx'dx -f- •» f Vy'dy f Udx-|~k’* j Ydy. 

•' *. J y. Jx. J y. 


^ 1 


'7 






i 


Or, on a 


f* 

ftft a 


r* . [y. 

" — Vrfr». \dy, 

et JX * ^ * *i^rt** 

/•x, e_y, 

K = v I Ux’rfx-f-» I \y‘dy. ■ . . 

Jx. Jj-, 

• • '"é • « ‘ • -f , • 

ou , en appelant p la distance du second axe au premier , >- 

K'=K+n f *. 

ainsi que nous l'avons énoncé. 

Il résulte de cette formule que de tous les moments d'inertie d'un mémo 
corps pris par rapport à des axes parallèles , le plus petit est celui qui se rap- 
porte à l'axe passant pr le centre de gravité. 

Le temps. T de l’oscillation, entre les deux positions les plus écartées, 
devient en substituant la dernière valeur du moment d’inertie, 
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Si le corps se réduit k des dimensions très-petites , comme serait une balle 

K 

de plomb liée k l’axe par un fil léger dont le poids soit négligeable, — peut être 

négligé , et il reste , 

T = » \f 1 -. 

* 

La distance p est alors ce qu'on appelle la longueur du pendule simple. Lors- 
qu’il s’agit d’un corps de dimensions un peu étendues, la longueur p est rem- 
placée par 

f + ** 

Ainsi , les oscillation» se font dans le même temps que si le pendule se rédui- 
sait à une balle très-petite, suspendue k un fil d’une longueur égale k l'expres- 
sion ci-dessus , K étant, comme nous l'avons vu , le moment d’inertie calculé 
par rapport à un axe qui passe par le centre de gravité du corps, et p la distance 
de l’axe de suspension k ce centre de gravité. 

La quantité K est facile à calculer pour un parallélipipède rectangle dont les 
arêtes sont a , b, c; l’axe étant parallèle k l'arête c. On trouve 


K = 


vttbc 

12 


-(«’ 




Si l'axe est à une distance /de la face qui a pour côtés a et c; on a 


.1 + * 

^ 2 


Ainsi le moment d’inertie d’un parallélipipède rectangle , par rapport à un axe 
situé dans un plan qui le divise en deux parties égales , et qui est à une distance m 
I d'une des bases, est 

,.„(£^) +l (, + ‘y = „[£±!f +M+ 4 

Si a est très- petit par rapport k b, on a sensiblement 

*-»„(£+ «+f). 
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et si /-= o, celle expression devient 






K' =~ n.4V 


i.'pUIkJ' 




Ce dernier résultat peut s’énoncer en disant que le moment <f inertie dune 
barre très-mince par rapport à un axe qui lui est perpendiculaire et qui 
passe à une de ses extrémités , est le même que si le tiers du poids fl de la 
barre était placé comme un point pesant à Cextrémité de cette barre, tlont 
la longueur est ici représentée par b. 

Si l’on calcule le moment d’inertie d’un cylindre plein par rapport à son axe. 
on trouvera facilement qu’il est le même que si la moitié du poids total était 
placé en entier b la surface courbe du cylindre. Ainsi , Il étant le poids du 
cylindre et R son rayon, le moment d’inertie par rapport k son aie de figure 
p ris pour axrde rotation est 

1 n.R\ 

2 

nÿg 4ui j JS* ternit- 

Pour avoir le moment d'inertie d'une sphère , d’un rayon R , par rapport à 
un de ses diamètres, on calculera 


f-f-R 

• J ^ tx’da + » J ^ Yr’i h , 


+ R . 


en partant de 


U = *(R* — x*) et V^efR’— y'). • 


" “■ : • . 


En désignant ici par • le poids de l'unité de volume, et par a le rapport de 
la circonférence au diamètre. Le poids total n de la sphère ayant pour expres- 

* 


sion v jtrR 1 , 


on trouvera 


M»‘it 


* • 




R = 


' n.R' , 


c’est-k - dire que le moment d’inertie est le même que si Ion plaçait les g du 
poids de la sphère k l’extrémité d’un rayon perpendiculaire k l’axe de rotation. 
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Nous reviendrons plus loin sur le mouvement de rotation , en avant égard 
au* frottements. 

•la tnou'emrBt <1 un iy*~ 44- — Lorsque lemouvemenl d'une machine peut s'exécuter de plusieurs ma- 
in quVironqu nières, c’est-à-dire lorsqu’il faut déterminer plusieurs variables en fonction du 
l'Zb""* f>W ' c temps pour fixer à chaque instant la position relative de tous les corps dont elle 
se compose , l’équation des forces vives ne suffit plus pour déterminer ces 
variables. On a recours alors à l'emploi des vitesses virtuelles, c’est-à-dire 
qu’on introduit la considération des éléments de travail virtuels, comme dans 
le mouvement d'un seul corps. 

Reportons-nous à l'équation (E) du n° 36 , qui est relative à un mouvement 
virtuel quelconque. Nous pourrons comme nous l’avons déjà fait, restreindre 
d’abord les mouvements virtuels à ceux qui sont compatibles avec la supposi- 
tion où le corps , reste complètement solide pendant le déplacement virtuel , 
ce qui fera disparaître du second membre les actions mutuelles des molécules 
d'un même corps (34). 

Particularisons encore davantage les mouvements virtuels, en les choisissant 
de manière que les corps restent en contact parfait les uns avec les autres 
comme l’exigent les combinaisons qui constituent la machine. Alors, si l’on 
admet que chaque action mutuelle R , qui s’exerce entre deux molécules appar- 
tenant à deux corps différents, n’ait de valeur sensible que lorsque la distance r 
de ces molécules est très-voisine de son minimum , et que, par conséquent dr 
soit nul ou négligeable, le produit R^/- sera lui-même constamment nul ou 
négligeable, et il en sera de même de l’intégrale fR dr. Les quantités de travail 
virtuel dues aux actions moléculaires qui s’exercent au contact disparaîtront 
donc du second membre de l’équation qui nous occupe , et il n’y restera que 
tes éléments de travail virtuel dus aux forces extérieures au système. 

Ce second membre sera, en général, calculable en fonction du temps; le 
premier membre contiendra les différentielles des vitesses, et les vitesses vir- 
tuelles de toutes les molécules. Or, en admettant la parfaite solidité de chaque 
corps, c’est-à-dire sou invariabilité de forme , ces vitesses virtuelles auront entre 
elles de tels rapports géométriques qu’il sera possible de les exprimer , pour 
toutes les molécules de la machine, au moyen d’un certain nombre d’entre 
elles, ou plus généralement, au moyen des différentielles par rapport au temps 
d’un certain nombre de variables complètement indépendantes. En prenant 
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doue successivement autant de mouvements virtuels distincts qu il sera néces- 
saire pour obtenir un nombre d’équations différentielles égal h celui des varia- 
bles; on en déduira par l’intégration, après une élimination préalable, la 
valeur de chacune de ces variables en fonction du temps, et l’on déterminera 
les constantes arbitraires d'après le mouvement initial du système. On aura 
ainsi toutes les équations nécessaires et suffisantes pour déterminer k chaque 
instant le mouvement des diverses parties de la machine. 

En général , dans les applications industrielles, on n’a pas k considérer les 
machines où il y a ainsi plusieurs mouvements possibles; nous ne nous arrête- 
rons donc pas k en donner des exemples. 

De t équilibré et de I équivalence dans un système de corps, c'est-à-dire une 
machine quelconque. 

45.— Les conditions d’équilibre d’un système de forces appliquées k une 
machine peuvent se déduire des équations différentielles de son mouvement; il 
suffit pour cela d’égaler k zéro la somme des termes qui dépendent de ces forces 
dans les seconds membres de ces équations. En effet : pour que ces forces soient 
en équilibre, il faut quelles ne puissent modifier en rien les mouvements exis- 
tants; il faut donc que la suppression ou l'introduction de ces forces n'apporte 
aucun changement aux seconds membres de ces équations. 

A la vérité, les forces extérieures dont on considère l’équilibre, ont pour effet 
de développer, par suite du contact des corps, de nouvelles forces intérieures, 
de molécule k molécule; en sorte qu’il n’est pas en réalité indifféreutd’introduire 
ou de supprimer ces forces extérieures. Mais, il ne faut pas perdre de vue que 
nous raisonnons toujours dans l’hypothèse rationnelle où nous nous sommes 
placés précédemment, et eu vertu de laquelle les éléments de travail virtuel 
dus aux actions moléculaires disparaissent. 

On peut donc dire, dans cette hypothèse, que l’équilibre des forces exté- 
rieures dans une machine quelconque, exige que, pour tous les mouvements 
que permet cette machine, les sommes des éléments de travail virtuel soient 
nulles. Ces conditions sont évidemment nécessaires ; elles sont aussi suffisantes, 
puisque , dès qu elles ont lieu , les équations différentielles du mouvement et 
par suite ces mouvements restent les mêmes, soit qu’on supprime ou qu’on 

. t , U ' SC CeS ® 3rce8 > ** ff u * 1 d après la définition , indique qu elles sont en 
équilibré. 

U 
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46. — Deux systèmes de iorces agissant sur une machine sont dits équiva- 
lents, lorsqu’ils produisent des mouvements identiques. On voit que cette équi- 
valence aura lieu si, pour tous les mouvements que permet la machine, les 
sommes des éléments de travail virtuel sont égales pour ces deux systèmes de 
forces; car, si cette condition est remplie, les seconds membres des équations 
différentielles du mouvement seront les mêmes pour les deux systèmes , et 
par conséquent, les mouvements produits dans les deux cas seront identiques. 

Du principe de la transmission du travail dans le mouvement dun corps , 
en ayant égard aux ébranlements des molécules. 

47. — Dans ce qui précède , nous avons suppose que les molécules d’un même 
corps restaient pendant tout le mouvement aux mêmes distances les unes des 
autres; et l'on a vu que cette hypothèse faisait disparaître du calcul les quantités 
de travail dues aux actions mutuelles, et permettait d'exprimer toutes les vi- 
tesses des différentes molécules au moyen d’un petit nombre de variables indé- 
pendantes, et, le plus souvent, au moyen d’une seule. 

En réalité, les molécules des corps , même les plus solides sont ébranlées et 
animées par conséquent de vitesses relatives les unes par rapport aux autres. Ces 
vitesses se manifestent , par exemple, dans tous les corps qui rendent des sons 
par le frottement ou par le choc ; elles peuvent exister dans beaucoup d’autre» 
circonstances où elles sont moins évidentes. Plus la physique fait de progrès, 
plus la considération des mouvements moléculaires devient indispensable 
pour expliquer une foule de phénomènes. On ne pourrait donc négliger cette 
considération dans F étude de la mécanique, sans ôter aux principes leur ri- 
gueur, et sans en rendre l'application incertaine. Nous allons chercher il y avoir 
égard dans ce qui suit. 

La seule hypothèse que nous ferons pour étendre les principes précédem- 
ment établis au cas où les molécules sont ébranlées, consistera à admettre que 
les distances entre les molécules ne varient que de quantités fort petites com- 
parativement aux dimensions du corps , en sorte qu’on pourra toujours con- 
cevoir des plans coordonnés entraînés avec le corps, par rapport auxquels les 
coordonnées des molécules ne varient que de quantités très-petites pendant 
le mouvement, bien que les vitesses relatives de ces molécules par rapport .’t 
ces plans pu'ssent d'ailleurs’ être très-grandes. 
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11 résulte de cette hypothèse que, pendant le mouvement, toutes les intégrales 
qui exprimeront les sommes des produits des poids des molécules par des fonc- 
tions de leurs coordonnées par rapport aux plans mobiles dont nous venons de 
parler, pourront être regardées comme constantes malgré les ébranlements des 
molécules; car les variations que ces ébranlements entraînent dans les valeurs 
de ces intégrales seront des infiniment petits par rapport ii ces mêmes intégrales 
et pourront être négligées. 

Nous choisirons, pour les plans coordonnés mobiles auxquels nous rapporte- 
rons les mouvements vibratoires des molécules, des plans qui aient un mouve- 
ment tel, qu'en supposant qu'i un instant quelconque les molécules cessent de 
vibrer et restent liées à ces plans en formant un corps solide qu’ils entraînent , 
on ait entre 1rs vitesses fictives dans cet état de solidité et celles qui ont réelle- 
ment lieu dans l’état de vibration des molécules , les trois relations suivantes , 

dans lesquelles ^ , désignent les vitesses fictives pour le système 

solidifié, et n le poids d’une molécule quelconque : 


(A) 


xn 


/ d^y 


b în ( 

r dy 

dx\ 

V-dT- 

- y ^üj 


-**)' 

/ d m z 

dmY\ 

|«=X"| 

i dz 

4r\ 

v~dî - z nr J 


( . < *- x 

d.z -N 

i __ «ri j 

( z~ 


v * 

~ X ~di ) 

f * 10 { 

K d, 

x dt)' 


■ -v- tas 

. , r 

x, j t z sont ici des coordonnées rapportées k des plans fixes. 

Le mouvement que doivent prendre les plans mobiles à chaque instant pour 
satisfaire k ces équations , est ce que nous appelons mouvement moyen. 

Nous remarquerons d’abord que les équations ci-dessus auront lieu également 
si l'on prend pour origine le centre de gravité mobile du système. 

En effet , si £, n , Ç sont les coordonnées variables du centre de gravité , etx, 
j, z les coordonnées rapportées k cette origine mobile, il suilira de remplacer 
les coordonnées précédentes par x-f *+Ct et de se rappeler que 

l'origine des nouvelles coordonnées x, jr, z étant le centre de gravité même, 
on a k chaque instant 

inx = o, ï'iy = o , xnx=o, . . . 

et par suite, en différentiant par rapport au temps, " 
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djc dy dz 

;B) in — = o, m -f- = 0 , in -r==0. 

de de dl 


Mais le centre de gravité restant également centre de gravité du système pen- 
dant qu’il se meut, comme un corps solide, on peut poser aussi 


;c) 


dmX 

iD ~dt = ° ’ 


srt 


dt 


: 0 , 



En ayant égard au* équations (B) et (C) , les équations (A) qui définissent le 
mouvement moyen, après qu’on y a misx-f-J, ï+ï P° ur T> *» 

restent absolument de la même forme; on peut donc tes regarder comme se 
rapportant à des plans qui, tout en conservant des directions fixes, ont pour 
origine mobile le centre de gravité du système. 

Examinons maintenant quelques propriétés du mouvement moyen de rota- 
tion , tel qu’il est défini par les équations (A) , rapportées au centre de gravité 
mobile pris pour origine. 

Nous resterons dans l'hypothèse que nous avons faite sur la nature des vi- 
brations: c’est-à-dire que nous admettrons qu'elles ne peuvent changer que très- 
peu les distances des molécules entre elles, ce qui permet de concevoir qu’à 
chaque instant les molécules sout très-peu écartées des positions qu’elles occu- 
peraient dans un corps solide parfaitement invariable dans ses parties, et où il 
n’existe conséquemment aucune vibration. 

Désignons par x, , jr , , z. les coordonnées fictives des positions qu’auraient les 
molécules dans un corps solide qui suivrait ainsi de très-près les molécules en 
vibration. Il est facile de voir qu'on pourra poser sensiblement à chaque instant 


j 

I!l( 

' d^y 
x —f 

-*¥} 


(D) 

H 

f d m z 
* 


1 

1 j 

in ! 


d.î > 

*»■ 

I 

il* 

S 3 

II 


l* dt 

«X* " . 

dt , 


En effet , les premiers et les seconds membres de ces équations peuvent s’ex- 
primer au moyen des quantités/), q, r, p, , q, t r , , qui déterminent à chaque 
instant la position de l'axe instantané de rotation du système solide, et la 
vitesse angulaire autour de cet axe , ainsi qu’on l’a établi à l’article 28. D’après 
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les formules de cet article , on a 

* tw ap vnrVtiiï^ ;p 

dm-l 

lu 
d-o 


'«•■'O* 1 p ’-th,. 


- 4 T- 1 —V* 


pz. 


HT 

dm» 

— = PJr - q x 


•t M t M< as 

«A Mi} vp»A «Myb «K 
ti% naa*t* r >t* 

li - * ; 4k. 


de sorte que les équations (D) précédentes deviendront trois équations sem- 
blables à la suivante : 

r (SIUr'-t- Ulxj-) —pïltjri — qtny» = r t (ïna’, -f ïn x.y,)—p. ina-,ï, — yïqy.s.. 

Or, les sommes illx,’, , etc. , étant par hypothèse sensiblement égales 

aux sommes illx’, ifl-ry, etc. , les équations (D) ci-dessus seront satisfîmes par 
les égalités 


P=P. 


7=?.. 


Elles établissent que le mouvement moyen déterminé en vertu de la définition 
même par les quantités p, q , r, qui entrent dans les premiers membres des 
équations (A), sera très-sensiblement celui du corps solide dont toutes les 
molécules s’écartent peu des molécules vibrantes et dont la rotation à chaque 
instant est déterminée parlcsquantités r, égales à leurs analogues p , q,r. 

On peut démontrer en outre que ce mouvement du corps solide dont les 
molécules ont pour coordonnées x, ,jr , , z, , prend le mouvement qu'il rece- 
vrait par la seule action des forces qui agissent & l'extérieur du système vibrant, 
c’est-à-dire des forces autres que les actions mutuelles des molécules qui font 
partie de ce même système. 

En effet, en vertu des équations (D) ci-dessus, les équations (A) «pii défi- 
nissent le mouvement moyen , deviennent 


(E) 


... * V 
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Or, en diflérentiant ces équations par rapport au temps, de la manière la 
plus complète dans les deux membres , pour que les dérivée* soient bien égales, 
et en remarquant que x, , jr t , t,, appartenant à un même corps solide, d.x, 
est la même chose que dx , , puisque x, ne peut varier qu’en se rapportant 
exclusivement au même corps solide; on aura 


in| 


d‘x,\ 

>= îD < 

f rfy 

d-x\ 

de 

x ' de j 

v x ~dv 

~ X dl') 

IU| 

(y æ ' 

Qj) 


< d'z 


V' dv 

* de / 

de 

de)' 

«H 

f. £*i 


1 =in( 

f iTx 

d' z \ 


‘de ) 

C ’dê 

x dè) 


Faisons usage du principe de d'Alembert et de celui des vitesses virtuelles 
pour avoir certaines équations de mouvement, dans le système en vibration. 
Prenons pour déplacements virtuels ceux qui résultent de la supposition où 
l’ensemble des molécules forme un système solide ; alors , en choisissant les 
mouvements de rotation de ce système autour des trois axes coordonnés qui 
passent par le centre de gravité, on aura 

/ «t (x g -jrÿ) = K-rY-rXb 
(G) J * ('£—£) =*(* Z -* Y >’ 

I in (*ÿ- x S) - i(,x — **>• 


Dans les seconds membres, les forces X, Y, Z sont uniquement celles qui 
proviennent des actions extérieures; caries moments de la forme xY — /X 
sont nuis pour les deux actions mutuelles de deux molécules du même 
système , qui agissent 1 une sur 1 autre. 

En comparant les équations précédentes (F) et (G) , on en tire 


(H) 




in 


xZ). 
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Mais les coordonnées x, /, z des molécules vibrantes différant très peu de x tl 
y,, a,, ou pourra, dans ces dernières équations, remplacer dans les second* 
membres x,y * rmr » «• * • OA «vit* rlnnimp'! 


Ces équations se rapportent maintenant au seul système solide; elles détermi- 
nent son mouvement, lorsqu’il est soumis aux seules forces extérieures X, Y, 
Z, etc. Ainsi , le mouvement moyen de rotation que nous emploierons dans ce 
qui suit est celui d’un corps solide sans vibrations , et soumis aux forces exté- 
rieures qui agissent sur le système vibrant. Ce dernier mouvement est donc 
celui qu’on emploie dans la pratique, lorsqu'on ne s’inquiète nullement des 
vibrations moléculaires. 

Nous établirons maintenant une propriété du mouvement moyen de rotation, 
qui n'est qu'une déduction immédiate de sa définition , mais qui a l'avantage 
de se présenter sous une forme qui nous sera utile pour l’usage que nous ferons 
uu peu plus loin des plans coordonnés doués de ce mouvement moyen de 
rotation autour du centre de gravité du système. 

Les équations (A) qui définissent le mouvement moyen peuvent se mettre 
sons la forme 




Si l’on désigne par -j- , les vitesses relatives des molécules, par 

rapport è des plans coordonnés entraînés avec un corps qui prend le mouve- 
ment moyen; il est clair que les vitesses effectives dues aux vibrations, savoir 


dx à,y d.z 
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d*x tUy d*z 


" , g , ” , seront les résultantes des vitesses -j - , , Tt , et d» vitesses 

d,x d r y drZ , 

relatives Ti , -f, , On aura donc 

<fx d.x , <4x ... <£r <Ux d r x 

Â = ~dF, + ~di ' dou di~ dT ~dt 

tly d.y ] d# dy d.y ^ d.y, 

dt ~ dt ' di’ dt dt dt 

dz _ <4.1 | drZ dz dmZ _ dy 

Ht + Ht' dt dt dt 

Les équations (I) précédentes, peuvent donc s'écrire ainsi : 

! / <4 y rf,x\ 

f d r s d&\ 

„ / <4x <4î\ ’ . 

^ \ 1 Ht — X rfT ) = °" 

Désignons par x\ /, d les coordonnées des molécules vibrantes rapportées à 
des plans coordonnés possédant le mouvement moyen et passant toujours par 
le centre de gravité mobile du système ; en représentant par a, b , c les cosinus 
des angles que font les axes mobiles des d, des f et des *' avec Taxe fixe des 
■x ; par a', b, d les cosinus des angles que ces mêmes axes mobiles font avec 
avec l’axe des^; et par a", b", c" les cosinus de ceux qu’ils font avec l’axe des t; 
cm aura par les propriétés des projections ■ 

x = ad -f- bÿ -f- ex', 
y = a’ d + Vy> -f c'a', 

‘ . x —d'd +by -pc"*'. 

S '■ . . . 

Différent iant, daus l’hypotbèse où les molécules ne seraient animées que de 

leurs vitesses relatives par rapport aux plans mobiles considérés comme fixes, 
xf-, y, z varieront seuls dans les seconds membres, et l’on aura 

d,x = add -f- bdy’ cdz, 4 

d.y = a'dd-\- è'rfy'-j- ddd, 
d.z œ a"dd -f- b dy yd dz 
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Substituant ces valeurs dans les équations (J), on aura 


(ab' — ba')in(x'dy — ÿdx')+ {bd — et/)lD{ydz' — zdy')-\-{cd — ad tlx? — xdd i';=0, 

(o'b' 1 — b'a")ZU{x , tfy'—ydx')-\-{b'd' — c‘6")inty<is' — ddy‘)y{da." — àc")Ui{z'tlz-' — x'dz‘}=0, 
( a’b — V’a)zntfdy— ÿtLd)-\-(b"c — d'b)lU{ydi‘ — z'dy)+{d'a — a ’c)lB{i'dx' — x'dx')=d) 
ces équations donnent 

/ in (x'dy ~ydx') = o , • 

(K) j an yds —ddy )=o, 

( ïU {ddxd — xfdd) = 0. 


Si l’on emploie les coordonnées polaires dans les plans coordonnés, par 
exemple dans le plan des x' et des_y, et qu’on pose ainsi 


x' cxranS, jr'=rtiDb, 

on trouvera facilement que 


ti 


dy' ,dxf ,<é) 

~dt ~ r ~dt r dt 


= 0 


Ainsi, comme est la différentielle de l’aire décrite par le rayon vecteur r 
qui va de l’origine à la position du point dont x', /, z sont les coordonnées, 
on voit que les équation (K) expriment que, lorsqu’on rapporte les mouvements 
vibratoires des molécules à des plans coordonnés entraînés avec le système et 
ayant autour du centre de gravité, pris pour origine mobile, le mouvement 
que nous avons appelé mouvement moyen de rotation , les sommes des pro- 
duits des masses par les différentielles des aires décrites dans les mouvements 
relatifs par les projections sur ces plans coordonnées mobiles des rayons 
vecteurs menés du centre de gravité à tous les points du système , sont con- 
stamment nu lies. 

Nous nous servirons plus loin de ce théorème , c’est-à-dire des équations (K) 
qui le fournissent, pour démontrer d’autres théorèmes plus importants. 

48. — Avant d'établir le principe de la transmission du travail pour un en- 
semble de molécules en vibration, il nous reste à démontrer une proposition 
préliminaire sur l’évaluation de la force vive dans un pareil système. 

Soient toujours x, f , i les coordonnées d'une molécule quelconque par 
rapport aux plans passant par le centre de gravité du corps , et animés du mou- 



vement moyen. Soient x , jr, z les coordonnées de cette même molécule, par 
rapport à trois plans fixes; et 5, «, î les coordonnées du centre de gravité par 
rapporté ces plans fixes. Conservant aux lettres a, b, c, a, b', c, a'\ b\ c", la 
même signification que ci-dessus ; on aura 

x — ax'-f- ty-f- ex'-M» 

* y = aV-f- by +«'*'-)- s, 

* = a-'V+éy-f e'V+i;. 


Désignons encore par d. les différentielles prises dans le mouvement moyen , 
c’est-à-dire en ne faisant varier que les cosinus a, b, e, à , b , C, a", b', c"; . 

par d, les différentielles prises en ne faisant varier que jr, t', c’est-à-dire, 
en supposant les molécules animées seulement de leurs vitesses relatives, par 
rapport aux plans mobiles. On aura par la théorie d» projections 

dx = d m x-\-d r x - f <$, 
dyz=d.y+d r y + dn, 
dz — <i.i 4- d,x 4- d(. 


Pour transformer l’expression de la somme des forces vives , il faudra substi- 
tuer ces valeurs dans 


■£[(£)■ +(S)' + (S)>-4 


Mais , djx -f- d r x , exprimant la variation de distance de la molécule dont le 
poids est p à un plan parallèle au plan des/z et passant par le centre de gra- 
vité du corps , la somme i p (d.x -(. d^x), est nulle en vertu des propriétés de 
ce centre. Ainsi les termes 


ta 


p[d m x-\-d r x)d^ 
df 


3: 


P(d m y + d,y)dn 


jt(d.z-\-d,M)d' 

‘ d? “’ 


qui devraient entrer dans l’expression de la force vive après la substitution dont 
nous venons de parler, sont nuis d’eux-mêmes; en sorte qu’il restera 

* é m + fêy + m + ■ & kï)’ + w + <sn + 

H [®‘ + ©’ + ©>“6 1 — 
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Or, ou ii 


~ m v 


et 


•» -IWe:-; • 
u' 

: l -Tf 


t**> •- 


.T, 
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d.x = x’day y'dby idc. 
d^y = jfdci + ydU + idc. 
d m x = xda" y db r -\- idc', 

drX = addy bdy y edi. 

d,y = u'iir'-)- b'dy y idi, 

d,z = fdjiyrdy y<rdi. 


Les quantités a,b,c,n',b , c', a", 6", c" sont aussi liées entre elles par les 
relations 

•i • H UJ 


*»t a** 


et 


•’lijs SMsk u s** 
«w (*aé»i * 


s y ü; 
a* 


(i’où l’on tire 


Jh '«la 


a*4-a*4-a'" = t, 
b'ytrybT' = \, 
c' + c"+ d" = i , 

ai 4- aW 4-0''*' = 0. 
6c-f iV-f-éV = 0, 
ca4-éa'4-e"a"=0, 

ada + d dd -f- ai' da" = 0 , 
bdbyVdHybTdb"=z 0, 
cdcyddi yerdi' = 0. 


l*M»’ ■ 

ininis i wv 


H***' 


‘•«•rit 

c 


et 


--•v- .'*.«■ . j. . . 

yyêi-À. M d’-r 

SV "**«*• 

tdby ad b -p cidb" = — {bda -f bda! + Wdb") . 
bdcybdd y b'dd' = — (cdb -f ddd + d’dV ) , , 

cdaycda , yd'da" = — (adcyo'ddya"dd'). W 

’ ;> « j . • . * ' # *• . i.. ’ <* 

En ayant égard à ces relations, on trouve qu’en substituant les valeurs de 
<*mX , d^j, d m z, drX , d,y, d r z daus le dernier terme de l’expression de la force 
vive, lequel renferme les trois produits d^xd^x , d m yd,y , d.zd.z , ce terme se 
réduit à 

: • > 

■2 tadb y ddd 4- d'dV) Z £ tycW - x’dy) ' * fcc i’ 

“***-••• * •" ^ : • » (fc i ' » M . 'jif iivu- »^r 

" H •«- 4 - ybdc y b’dd y lidd') 1 £- (idy—ydz) ■:-< Jn A* 

- *9je - 

+ * (eda 4- dda' yd'da") X £- (VA' — t'dyj. 

* • 
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Mais , en vertu de la propriété du mouvement moyen , on a 

ïpiydx' — 3?dÿ) = 0 , lp(z!dy — ydz) — 0, Ip (jédz 1 — x'dr') = 0, 

comme on l’a vu plus haut (47). Ainsi tout le dernier terme de l’expression 
de la force vive est nul , et l’on a simplement 

I **-*fc[Gr)‘+( ! 5f) , +(S)'] 

" +■ 4 [(£)'+(£)'+(£)'] 

( +'4 [(z) + (z) + (s)]- • 

Cette équation renferme un théorème remarquable que Von peut énoncer en 
disant : « Que la somme des forces vives d'un système de molécules, quels 
» que soient leurs ébranlements , peut se décomposer en trois parties ; t* la 
» force vive qu’auraient toutes les molécules transportées à leur centre de 
» gravité ; a* la somme des forces vives qu’auraient ces mêmes molécules , 
> si dans la disposition relative les unes par rapport aux autres, où elles se 
» trouvent, on supposait quelles formassent ainsi un corps solide auquel on 
» donnerait le mouvement moyen de rotation autour du centre de gravité ; 
» 3 0 la somme des forces vives qu'auraient ces molécules en vertu des seules 
» vitesses relatives à des plans coordonnées possédant ce même mouvement 
» moyen de rotation. » 

Dans ce qui, suit nous réunirons, pour abréger, les deux premières parties des 
trois que nous venons de distinguer, et nous désignerons par mouvement 
moyen sans ajouter de rotation , l’ensemble des deux premiers mouvements , 
conséquemment celui qui donne lieu è la force vive , qui est formée des deux 
premières parties en question. 

49. — Reprenons maintenant l’équation des forces vives pour un ensemble de 
molécules exerçant entre elles des actions mutuelles, et formant un corps dans 
lequel il pourra exister des ébranlements aussi rapides qu’on voudra. Nous dé* 
signerons par R l’une quelconque des actions entre deux molécules voisines, et 
par r la distance de ces molécules. Le travail dû il toutes les actions mutuelles 
sera une somme de termes de la forme 

ifRdr. 
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On a vu que celte somme se réduit à zéro lorsque les molécules ne août pas 
ébranlées; mais, dans le cas qui nous occupe , non-seulement cette somme n’est 
pas nulle, mais elle peut être très-considérable. Néanmoins comme on va le 
voir , on peut négliger l'ensemble des termes semblables , c’est-à-dire qu’on peut 
ne pas tenir compte des vitesses de vibration des molécules, bien qu'elles 
puissent être très-sensibles. 

Désignons comme à l'ordinaire, par P l’une des forces extérieures et mou- 
vantes qui sont appliquées à certaines molécules ou à toutes, et par P' l’une 
des forces extérieures et résistantes. En écrivant l’équation des forces vives pour 
chaque molécule et faisant la somme, on trouvera 

(Q) x^- — X 1 — = ïfPdt— ï fvdt + l/Kdr. 

Soient v m et v r les vitesses d’une molécule quelconque dans le mouvement 
moyen et dans le mouvement relatif, lorsqu'il est rapporté à des plans possédant 
le mouvement moyen; soit en outre V la vitesse du centre de gravité. En 
vertu du théorème démontré dans l'article précédent , on aura 


(R) x^i^ + xÇ-' + iÇ.’. 

2g 2g ^ 2g ^ 2g 

Si le mouvement relatif n’existait pas , on aurait simplement 


p v* pv\ , />V* 

i l ~ = i t- — h i r —- , 
2g 2g ^ 2g 



et le premier membre exprimerait alors la somme des forces vives dans le 
mouvement moyen complet , c’est-à-dire en ayant égard à la translation aussi 
bien qu’à la rotation En se bornant donc à désigner par v' m , la vitesse d'une 
molécule dans ce mouvement moyen complet , on pourra écrire l’équation (R) 
sous la forme 


1 P V ‘ _ 

2g ' 2g 


+ 2g’ 


dans laquelle on peut , si l’on veut , supprimer l’accent en se rappelant que v m se 
rapporte alors au mouvement moyen total de translation et de rotation. Par 


- • 


— w — 


suite l'équation (Q) pourra s'écrire 


181 ./**w~+.yw 


Si nous nous reportons à l’équation des forces vives dans le mouvement re- 
latif (n° 3o), en nommant dj l'arc élémentaire décrit par une des molécules , 
dans ce mouvement relatif, et par P. la composante, suivant cet élément, de 
la force qui serait capable de produire sur cette molécule, le mouvement 
qu’elle aurait si elle était liée invariablement aux axes qui possèdent le mouve- 
ment moyen ; noos aurons 


(T ~ tftd,s — tfvdu— if P «J, j -f ifndr 


Substituant la valeur du premier membre de cette équation (T) dans la précé- 
dente (S) , et remplaçant ds par d m s -f drs , il viendra 

(U) = î/Vd.S -l/t'd ml + ifVmdrt. 


Les termes provenant des actions mutuelles, ifRdr, et ceux qui proviennent 
des vitesses relatives, ont ainsi disparu , et l’on est conduit à ce théorème : 
Dans un ensemble de molécules ébranlées avec des vitesses relatives aussi 
grandes quon voudra , on peut appliquer le principe des forces vives ou de 
la transmission du travail, en ne tenant compte que du mouvement moyen, 
sans avoir égard ni aux vitesses relatives des molécules , pi aux actions 
mutuelles qu’elles exercent entre elles , bien que ces forces puissent donner 
lieu par suite des ébranlements à des quantités de travail très-sensibles ; il 
suffit pour cela d ajouter aux quantités de travail dues aux forces exté- 
rieures, celles qui seraient dues, dune part, à des forces fictives qui se- 
raient capables de produire sur chaque molécule , considérée comme libre, le 
mouvement moyen , et d une autre, aux déplacements relatifs des molécules 
dont les positions seraient rapportées à des plans coordonnés possédant 

le mouvement moyen. 

/ 

5o. Nous allons faire voir maintenant que, toutes les fois que les molécules 
sont peu dérangées , de manière que les intégrales qui se rapportent è toute 


i 
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l 'étendue du corps, ne varient pas sensiblement, la partie du travail formant 
la correction que nous venons d'énoncer pour passer du cas où ces molécules ne 
sont pas ébranlées à celui où elles le sont , partie qui est exprimée par ï fV m d,s, 
est négligeable; et qu'ainsi on peut appliquer l'équation des forces vives, 
c’est-h-dire le principe de la transmission du travail, pour le mouvement 
moyen, ainsi qu'on le fait dans les applications, sans que les mouvements vi- 
bratoires des molécules, et les actions mutuelles qui les produisent doivent * 

laisser aucune trace sensible dans le calcul. 

Soient X,, Y„, Z. les composantes rectangulaires de la force dout P„ est l.< 
composante dans le sens de dj, on aura 

x - P d '' x v - P ■/ - £ ,e -* 

' g dt' ’ g dP ’ ■” g dt" 

d’-où 

X m di' = Z(x'd‘a +fd‘b + dd'c), 

e 

Y .dt' =? (xfd -I -yæv + ï'rfV), 

Z -df = ? &æa"-\-ÿ<rV -1- itCc" ). 

Les projections de d,s sur les mêmes axes fixes sont 

acbd -f- bdÿ + cdd, 
ddd + bdy + Pdi\ 
d'dd +Wdÿ + c"di!. 

L’élément de travail P.<4r , étant égal il la somme des éléments de travail 
composants , il viendra 

= f [x’J'a +y<?b +*'<*’«) (add +bd/ +£<#) 

g 

+ P - (dda! +/d'IS + ï'dV) (ddd -f b'tfy' + dtU) 

g 

+ P - (dd'd' + zd'd) [d'dd -)- U'dÿ-\-d dz), 

. ’ ■ a 
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ou , en effectuant les multiplications et prenant les sommes des équations sem- 
blables pour toutes les molécules du corps en mouvement; on aura en mettant 
en dehors du signe i , les facteurs qui ne dépendent pas des coordonnées rela- 
tives x', y, z\ et restent les mêmes pour tous les points du corps , 


* 


i* 


I lV m d,tdt' = (ad’a+dd'd -f d'd'aT ) 1 ^ •*''**' 

-f {bd a + b cTa'+ b" d'à") l^jdffy 

g 

-f (ctfa -f- b d'à! + d'd . 1 a") i p x'di 

+ (ad’b +dd , d + a'W) ï P - yd* 

g 

+ (W 4 + b’ d'h’ +b’<rb")ïlyj x 
-f (c<f b -frW-(- b’ d'd') ï p ydx’ 

+ (ad'c+ a 'd'd + a"<tc')l^ t'dx 

g 

+ (Wc-J- bd'd -f bdd')x P - ddy 

+ (ccTc 4- dd'd 4- cVc”) I tddd. 

g 

Pour simplifier ces valeurs, rappelons-nous qu'on a 

ada-\- a’da -j- a’dd’ = 0, 
bdb -f- b’db' -f- b’db"^ 0 , 
edc 4 - bdb 4- d'de' = 0 , 

et par suite 

a cCa -\-a'tPd -{-a" d'd 1 = — (da‘ -j-da' , -j-da n ) , 
bd'b+ bW + bW = — (db'+db"+db")\ 
cd<c +dd'd + d’d'c ' - — (db-\-dd' + dd"). , 

Posons pour abréger 

bda 4- bdd 4- b’dd' = hdt = — (adb + ad b -f- d‘db) , 
cdb -j-ddb -f- ddb’ = Hdl = — (idc 4. b de 4. b’ de ") , 
ade +ddc'+a"dd‘ — ldt = — ( eda +c'da‘-{-d'da'). 



% 
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Nous aurons ou difFércnliant 


biCa -f- b' d'd -f- b"d‘a" = dhdt — ( dbda -J- db'da' -f- db'dd '} , 
ctTb -f- c'tTb' -f- d'tTb" — dkdt — ( dcdb + dddb -f- dc"db") , 
ad‘c -f- a d'd -f- a ' d'd' = dldl — ( dadc -f- da'dd y da'dc ') , 

ncCb -f* a'tTb'y a"d‘b” = — dhtll — [dadb- j- da'db' y dd’db’ ; , 

beTc + b d'd + b" d'd' = —dkdt — [dbdc + db'dd -\-db"dd’) . 
ctTa y\c'd'a' -f- d'd’ a" = — dldl — (, dcda -f- de du -f- de' da ') . 

Introduisons ces valeurs dans l’équation (V) , il viendra 


(X) 

\ 


I* 


druft' = — (da* deT -{-dd”) i - xdx 

— ( db ’ db" + db”')i^ y dy 

8 

— {de' -J- de” + dd'i i - z’dd 

g 

— [dudb -f- dd db' -f- da" db") (x'dy yydx 1 ) 

— {dbdc db'dc + db'dd') 1- {jdz -f- z'dy ) 

g 

— ( dadc -f- da'dc -f- da'dc ") i ^ {zdx‘ -f" ■ddz) 

8 

■y dhdt i - ( x’dy — ydx'i 

g 

-f- dkdt {ydz — z'dy) 

g 

y dldl 1 — {t'dxl — x'dz'), 

g 


Lorsqu’on prendra la somme pour toutes les molécules du corps , 

comme les coordonnées x , jr‘, z' se rapportent aux plans ayant Je mouvement 
moyen , on aura 

-- (x'dy —ydx) = 0 , 

g 

1 ^- {y'dz ' — z'dy) — 0 , 

g 

1- {ddd — x'dz 1 ) — 0. 
g 

13 
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ce qui fera disparaître les trois derniers termes de l’expression précédente. 
On pourra donc écrire: 


I lP„drI = 


(V) 


-[©•-(sy+ŒK^ 



V). 


Ainsi le terme de correction dont nous voulons apprécier la grandeur sera 

/• — --/Kï)’+(ï)'+(ï)>ï 


y BT 


-/[(S)‘+(ï)'+(î)> 

-/ley+GD+^j-ï 

A f f d ildb da db' du ' ilb ' \ ^ px'y 

, __V ^ 

A dbdc-{- db de' -f- db"dc'\ ^ pÿi' 

^ ç / dade -f- da'dd -j- da'dc \ piV 

J \ <*’ / 2/r 


D'après la supposition que les molécules s’écartent peu de leurs positions, par 
rapport aux plans qui ont les mouvements moyens , les sommes qui sont 
différentiées et affectées du signe 2 varient très-peu pendant le mouvement. 
Désignons l'une de ces sommes par A , et représentons par P le coefficient va- 
riable avec le temps qui la multiplie sous le signe f. Les intégrales seront de la 
forme 

JpdK. 
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Soient /. et <„ les limites prises pour le temps , et P.A, , P, A, les valeurs de la 
quantité PA pour les limites de l’intégrale; on aura en intégrant par partie 



P variant d’une manière continue, on peut toujours partager l'intégrale en un 
nombre fini et très-limité de parties pour lesquelles tfP ne change pas de 
signe. En désignant par A' une valeur moyenne de A , pour l’intervalle de t . à 
on aura en vertu de ce que dP ne change pas de signe 

J* ' A//P = A' (P, — P.) , 

mais A étant une quantité qui ne varie pas sensiblement en vertu de l’hypo- 
thèse que les molécules s'écartent très-peu de leurs positions primitives, on 
peut poser 

A, ss A« "l* s, , 

A’ = A. -f- 

*, et a' étant des quantités très-petites. 

Ainsi on aura 

j' P./A = P,(A. + ai )- P.A.-(A.+«’)lP,-PJ 

= >.p,-y(P,-p.). 

Comme a, et à sont des quantités très-petites, il en sera de même de 

l'intégrale f P<£A. Ainsi les six intégrales qui forment la valeur de 2fP m d,s 
J 

sont toutes très-petites pour chaque durée du mouvement, pendant laquelle 
les différentielles des quantités qui se rapportent au mouvement moyen, ue 
changent pas de signe. Comme on peut partager la durée du mouvement eu 
un nombre fini d’intervalles seml^jables, il en résulte que JlP^drS sera une 
quantité négligeable, lorsque les molécules se déplaceront très-peu par rapport 
à des plans, ayant le mouvement moyen. Ainsi, dans cette hypothèse, on peut 
énoncer le théorème suivant : 
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Lorsque les molécules d’un corps solide sont animées de sûtes ses relatives, 
les unes par rapport aux autres, si dans ces mouvements relatifs, elles ne 
s'écartent de leurs positions primitives que de distances très-petites, par 
rapport aux dimensions du corps, le principe de la transmission du travail, 
ou t équation des forces vives , a encore lieu, en ne considérant que les vitesses 
et les espaces décrits en vertu du seul moivement moyen. 

5l. Consklérous maintenant nue machine quelconque, composée d une réu- 

Pi îqci|)C Je li Iram- . .... , , , - * , , 

,i.i»ion Ju travail pour ntoti de corps solides juxtaposes pendant le mouvement. Le théorème qu on 

niiC machine quelconque . , , , . , , . .. 

en ayant égard aui vient cl énoncer s appliquera a chaque corps en particulier; mais au nombre 
des forces extérieures qui doivent entrer dans les quantités de travail lfPd„s, 
il faudra mettre les actions mutuelles qui se produisent au contact des corps 
entre les molécules voisines. 

Il n’en sera pas de ces actions comme de celles qui se développent entre les 
molécules d'un même corps - elles ne disparaîtront pas de l'équation définitive 
des forces vives. Elles laisseront pour chaque contact et pour chaque corps un 
terme de la forme 

ifPd.s. 

Ce terme peut encore s’écrire ï/Ri/,r, la différentielle d m r, n'étant prise qu'en 
faisant mouvoir les molécules du corps. En ajoutant les équations des forces 
vives pour ces deux corps, il suffira d’ajouter les deux différentielles d.r, pour 
les deux molécules qui produisent l’une sur l'autre l’action R , et la somme 
sera encore exprimée par 

2/IW./-, 

(/„/• étant ici la différentielle totale de la distance r qui sépare les molécules, 
quand les deux corps se meuvent à la fois. 

Pour apprécier la valeur que doit prendre ce terme; remarquons que chaque 
action R étant fonction de la distance r des deux molécules , et reprenant ainsi 
la même valeur lorsque r redevient la même, pendant le passage de deux mo- 
lécules , l’une devant l'autre, l’intégrale fRdr prise, nou pas comme la précé- 
dente pour le mouvement moyen , mais bien pour le mouvement effectif en 
tenant compte ainsi des vibrations, se composera de deux parties égales et de 
signe contraire; en sorte qu’on pourra poser 

/IWr = o. ■ 
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Or , la distance r étant une fonction des coordonnées des molécules que l'on 
considère , pour chacun des deux corps rapportées aux plans animés du mou- 
vement moyen et des cosinus des angles que ces plans mobiles font avec les 
axes fixes, la différentielle totale dr , équivaut h la somme des différentielles 
partielles <2„r et d r r prises, l’une dans le mouvement moyen , c'est-à-dire en ne 
faisant varier que les cosinus en question, l’autre dans le mouvement relatif, 
c’est-à-dire en ne faisant varier que les coordonnées des molécules par rapport 
aux plans mobiles. On a donc 

dr =z d m r d,r, 

et par suite 

X fRd„r -j- ïR</,r = O. 

Ainsi on a 

ZfRd*r = — iRJ.r, 

la différentielle d,r peut se partager en deux parties, chacune se rapportant au 
seul mouvement relatif des molécules d’un seul corps; désignons ces différen- 
tielles partielles par d' r r et rf' r r; nous aurons 

IfRdrr = lfRJ,r+fRd',r , 

et par suite 

X/R d m r~ — X fRd r r — i/Rd' r r. 

Examinons à part chacun des ternies 


x/Rd> et i/RrfV; 

comme ils sont tous les deux de même nature, il suffit d’en considérer un 

x fR<I,r. 

La différentielle d! T r est prise dans celte expression , en ne faisant varier 
qu’une des deux molécules, et uniquement pour le mouvement relatif. Reniar- 
quonsqu’avautque la force Rait’agi surcctte molécule, celle-ci était en équilibre 
sous l’influence des forces développées par toutes les molécules voisines. La 
nouvelle force R produite sur elle, la dérange de sa position d’équilibre; 
mais les forces que développent les molécules voisines du même corps', par 
suite de ce dérangement tendent à la rappeler vers sa première position , non 
directement; niais en la faisant osciller ou vibrer autour de cette position. 


— toa — 

Pour le mouvement relatif et vibratoire des molécules ainsi dérangées par les 
actions au contact , on peut appliquer le principe des forces vires pour les mou- 
vements relatifs établi article 3o. Les forces fictives à introduire en raison du 
mouvement moyen qui entraîne chaque corps, ne donneront qu’un travail 
tout à fait insensible devant celui qui résulte des actions mutuelles qui ac- 
quièrent au moindre dérangement une intensité considérable. Ainsi, on sera 
dans le cas d'un corps immobile , dont les molécules sur une partie de la sur- 
face, et à une très-petite distance de cette surface, reçoivent des actions R qui 
les déraugent de leur position d’équilibre. 11 résulte de ces dérangements des 
modifications aux actions mutuelles entre les molécules d’un même corps; 
nous désiguerous par R' la résultante des nouvelles actions sur une molécule , 
laquelle est nulle dans la position d’équilibre. Nous représentons par 2/*R'<£r, 
les quantités de travail dues h ces actions : v étant la vitesse relative d’une mo- 
lécule quelconque parmi celles que nous considérons, et/) son poids; on aura 
par le principe des forces vives dans les mouvements relatifs, et en raison de 
ce qu’à l’origine de l’action de la force extérieure R , chaque molécule u’avait 
point de vitesse relative 

x^- = t /H(f r r + XfKdr, 

■2g 

OU 

ï/R it r r ~ — XfW'tlr. 

Le travail dû aux actions R' ne peut être que résistant lorsque, ainsi que nous 
le supposons, les molécules avant leur dérangement, étaient dans un état d’é- 
quilibre stable quelles tendent à reprendre. Car les forces qui se développent , 
ont suivant les axes coordonnées des composantes qui agissent d’abord en sens 
contraire du déplacement, dans le sens des axes, sans quoi il n’y aurait pas 
de stabilité; ces composantes ne peuvent donc produire que des quantités de 
travail résistant, en considérant même après la période d’écart, de la posi- 
tion d’équilibre, une période de retour. Car dans celle-ci , le travail moteur 
ne pourrait l’emporter sur le travail résistant produit dans la période d écart. 

Ainsi les termes 2 sont négatifs, par conséquent la quantité 
sc composera de deux parties positives, et sera toujours positive. 11 en sera de 
même pour 2/Rd",r pour l’autre corps eu contact. 
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Le travail dû aux frottements IfRd.r qui est égal à — v/R d' r r — ZfRd" r r, 
est donc exprime par une quantité négative et se trouve toujours une perte. 

Ainsi dès que l'effet du frottement est de faire osciller les molécules voisines 
du contact , et par suite toutes les autres successivement, il en résulte qu’il y a 
un travail résistant à introduire lorsqu'on ne lient compte que des mouvements 
moyens des deux corps en contact ; ou en d'autres termes, qu'une portion du 
travail moteur se trouve perdue par l'emploi qui en est fait à ces vibrations , 
sans profiter aux mouvements moyens , les seuls dont on doive tenir compte 
dans la pratique. 

Ou conclut des remarques précédentes, que le principe de la transmission 
du travail a lieu pour un ensemble de corps solides, composant une machine 
quelconque , quelles que soient les vibrations produites dans ccs corps par les 
frottements aux points de contact , pourvu qh'on ne tienne compte que des 
mouvements moyens , et qu’on ait égard aux quantités de travail résistant 
ducs aux frottements. 

5a. L’évaluation de ces quantités de travail se simplifie beaucoup par les 
considérations suivantes. 

Le travail periju par les frottements, se compose de termes de la forme ,r„ 

S/Rr/.r, d.r étant la variation de distance de deux molécules appartenant î"„ d ". f "“" e " 

à deux corps différents, et situées très - près de la surface de contact- 
cette variation étant prise seulement en ne considérant que les mouvements 
moyens. Cette quantité ne changera pas, ainsi que toutes les quantités de 
travail dues à des actions mutuelles (article 34), si l’on donne à l’ensemble du 
système des deux corps en contact, un mouvement commun égal au mouve- 
ment moyen de l'un des corps et en seus opposé, de manière à annuler ce 
mouvement et h ramener ce corps au repos. L’évaluation des termes ±fiid m r , 
devient alors bien plus facile, puisqu'il n'y a plus à considérer la variation d m r, 
que pour le mouvement d'un seul corps. Pour simplifier cette évaluation , 
remarquons qu’on peut remplacer fRJ.r par fPd„s , d.s étant le chemin 
décrit dans le mouvement moyen par une molécule du corps mobile , qui reçoit 
une action R d'une autre molécule du corps voisin devenu immobile, et P étant 
la composante de la force R dans le sens du chemin d.s. Or très-près de la 
surface de contact, les vitesses du mouvement moyen des corps mobiles sont 
dirigées tangcntiellcment aux surfaces en contact, car lors même qu'il y aurait 
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avec le mouvement de glissement un second mouvement de roulement, celui-ci 
pouvant Être considéré comme une rotation imprimée au corps, autour d’une 
tangente à la surface de contact, ne donne que des vitesses nulle» sur cette 
taugente et insensibles sur tous les points très-voisins du contact; ainsi d m s sera 
un chemin décrit tangenticllcment aux surfaces de contact. Si l’on réunit les 
termes fPd m s pour toutes les molécules , qui près des surfaces de contact ont 
toutes des vitesses égales, d m s sera commun, et la somme lfPd„s deviendra 
f d„sl P. Cette expression est celle d’un travail dû à une force totale iP, laquelle 
est appliquée à un point Gctifqui parcourt dans le temps dt , un chemin d m s. 
La force iP est le frottement total pour l'ensemble des points qu’on a consi- 
dérés comme ayuut lu même vitesse, et d m s est la quantité de glissement d’un 
corps sur l’autre, dans ce temps inGniment petit de. Ainsi en général , le travail 
perdu en frottement entre deux corps faisant partie d’une machine , s'éva- 
luera par une intégrale, s'étendant à la durée du mouvement que ion 
considère , et dont [élément sera le produit du frottement total pour tous 
les points du contact qui ont des vitesses égales et parallèles, multiplié par 
l’élément de la longueur de glissement d'un corps sur [autre. 

La valeur absolue de la perte de travail due an frottement ne peut être fixée 
que par des expériences. Pour’les faire, il suflit de mettre deux corps en con- 
tact, et de donner à l’un d’eux un mouvement uniforme, sur l’autre rendu 
immobile. Comme il y a dans ce cas, à chaque instant, égalité entre le travail 
moteur produit sur le corps mobile, et le travail résistant uniquement dû aux 
actions moléculaires, qui se développent au contact; en mesurant le travail 
moteur, on a le travail résistant perdu en vibration. 

On a reconnu ainsi que ce travail pouvait être considéré comme dû & une 
force résistante F, à laquelle on donne le nom de frottement, appliquée au corps 
mobile, au point de contact, et en sens inverse de son mouvement de glisse- 
ment sur le corps immobile. L’intensité de cette force a été trouvée à très-peu 
près proportionnelle à la pression normale qui s’exerce au contact des deux 
corps, et en môme temps indépendante de la vitesse; du moins jusqu'à des 
vitesses d’environ 3 mètres par seconde. 

Nous consacrerons un des prochains chapitres aux calculs des frottements , 
qui jouent un rôle si important dans les machines. 
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53.— Lorsqu il se produit un choc entre deux systèmes de corps ou ma- 
chines quelconques, ou ne peut pas admettre que les molécules d'un même 
corps conservent leurs distances relatives ; le choc fait naître des ébranlements 
auxquels la théorie doit avoir égard, il eSt toutefois permis de supposer, lors- 
qu il s agit de corps solides, que les déformations, ef en général, les déplace- 
ments relatifs des molécules de chaque corps , aient été très-peu sensibles 
pendant le temps très-court, qui a été nécessaire pour opérer les changements 
de vitesse. En d autres termes, on peut admettre que la communication du 
mouvement s’accomplit dans un temps très-court. 

’ « Considérons le mouvement de chaque molécule pendant la très-courte durée 
du choc, cesl^i-dire pendant qu’il s’opère un changement brusque dans sa vi- • ' . 
tesse. On devra regarder cette molécule comme soumise aux actions de toutes 
les molécules voisines, et aux forces extérieures (comme, par exemple, la 
gravité). Si nous choisissons pour vitesse virtuelle de chaque molécule, celle 
qui résulterait de 1 hypothèse où les ébranlements n’auraient pas lieu , et où les 
molécules de chaque corps conserveraient leurs distances relatives, il est clair, 
ainsi que nous I avons déjà dit, que les moments virtuels des actions mutuelles 
des molécules d un môme corps s’entre-détruiront , et qu’il ne aSlera que ceux 
des forces extérieures, que nous représenterons par Pi]), et ceux des actions 
»lcs molécules de deux corps différents, près des points de contact. Nous re- 
présenterons les derniers , par Rir. Ainsi on aura - 
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Mais , d après la nature des vitesses virtuelles ix ,.djr, Sz que l'on a choisies , 
elles ne dépendent pour chaque molécule que de la position de l'axe instantané 
de rotation du système dont elle fait partie, en le supposant solidifié, et de la po- 
sition de celte molécule par rapport è cet axe. Rien 
cet axe comme invariable , pendant la courte durée du 
molécules se dérangent peu, par hypothèse, pendant cette durée, les vitesses 
virtuelles seront extrêmement peu variables, bien que les vitesses effectives le 
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soient considérablement. Ou f peut donc intégrer l'équation ci-dessus par rapport 
au temps , pour la durée du choc, sans fai ré varier 3x , 3?, 3*. 

En-désiguant par w„, v m , w, les vitesses avant le choc, et par u , , «•, , h*, , let> 
vitesses après le clioc , on aura ainsi 

- * , * - ", a. * *. „ ■ » I»- , 

I - [(o, — n,!,'r4- fi', — et,', J ; — <>’, )> -f it] = I fVàpdt -f- I fRirill 

v f • . • * •• • : ■ . . ' ■ 

■ t . ,J » * * , * • V . • *’ ’ . " » , 

Le produit - a , de la niasse par la vitesse, est ce que l'on nomme quantité de 

mouvement. C’est l'intégrale d’une force qui agit sur le point libre en la prenant 
par rapport au temps. On appelle en général quantité de mouvement une 
intégrale fPdt d’une force P, par rapport au temps dont l’élément est dt. 

Les forces extérieures P, qui sont ordinairement le poids des molécules -, 
n’étant pas capables, par elles seules, de changer brusquement les vitesses, 
sont très petites vis-è-vis des actions moléculaire», qui produisent ces change- 
ments brusques. Dans uu temps très-court, comme celui pour lequel nous 
venons d’intégrer, ces forces extérieures P ue peuvent donner que des termes 
insensibles par rapport «u premier membre de cette équation. On pourra doue 
les négl iger , et écrire : 

p - 

ï -[{u, — u.)ir -f [v , — vJo_r-(-(ve -w„)ix] = ïfSKrdt. 

S 

En choisissant convenablement les vitesses virtuelles, et en restant toujours 
dans la supposition qu'on Les prend dans chaque corps, comme si celui-ci 
restait solide, ou peut ramener le second membre è ne contenir que les forces 
tangentielles. En effet , bien que les corps puissent se comprimer pendant le 
choc, et quainsi les vitesses normales aux surfaces de contact ne soient pas 
égales , on peut, dans le choix des vitesses virtuelles , regarder les corps comme 
solidifies, et faire ainsi abstraction de la compression effective, en supposant que 
les corps glissent l'un contre l’autre aux points de contact. Alors, potir deux 
molécules voisines , entre lesquelles se manifeste la force R, l’élément virtuel 3r 
a une composante nulle dans le sens de la normale : le travail virtuel de la force 
R se réduit donc à celui de la composante F, suivant le plan tangent; et le 
second membre de l'équation peut s’écrire : 
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l'élément virtuel ÿ* étant pris ici dans le mouvement virtuel et non dans le 
mouvement effectif. ■ -• • •>■ 

On a , d'après cela, • * .• > '••’■. -s- „ - 

, i J. • iV- 
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1 ï Cf"* -- “•) te + K — *’») *y + («'. — w «i **i = ï/py. co*<py>. *■ 


Mais si le mouvement virtuel est choisi de manière que les corps en con- 
tact glissent , avec ou sans roulement, mais sans pivoter l’un sur l’autre, les 
éléments virtuels if seront sensiblement égaux pour toutes les molécules en 
contact, et pour toute la durée du contact. Ainsi - l’élément if sera indépendant 
de la position de la molécule considérée; et, comme il est déjà indépendant du 
temps, de même que toutes les vitesses virtuelles, par suite de l’hypothèse que 
nous avons faite sur la rapidité du choc, il sortira des signes f et d’une partie 
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de Id somme i pour chaque contact : on aura ainsi 


■ [{U — U.) lx + (t>, lif,lJFco»(Fif)'.dt, 

£ • .» . • 
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le premier 2 du second membre s’appliquant aux divers contacts du corps , et : - - t*. ’r, 

le second à toutes les molécules voisines d’un même point de contact. On _• ’ ' - • 


pourra alors remplacer pour abréger, if F cos (Fif).dt, pour chaque contact, 
par une seule lettre F, indiquant la quantité de mouvement duc à uiie force 
tangcnticllc que l’expérience a donnée comme résultante de tontes les actions ^ 
dans ce sens qui sont dues au contact; c’est ce qu’on appelle la somme des. 
quantités de mOuvemeut dues aux frottements pendant le choc. En n’appli- 
quant plus le signe 1 , dans le deuxième membre, qu’aux différents contacts ou 
aux différents éléments dô contact pour lesquels if ne sentit plus le même, on 



r^Wra l'équation précédente sous la forme suivante : 

w : "■ v -• . • ' .• vH 

J a. * !• 


«*)&] = ifà, : r y j 

x£ iu t 3u + vfr + *v]k)tBl£ + + V* Vo ' •. ' 'l. . 
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Cette équation exprime: qui! existe, entre 7çs quantités de mouvement ’• 4 s *•- \ *’ r \ 

dues aux vitesses qui ont lieu avant et après le choc , les relations qui exis - 
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- . • feraient entre des forces équivalentes appliquées aux mêmes systèmes de 
molécules , si ces systèmes étaient solides , et juxtaposés par certains poùits 
de contact ; en tenant compte , toutefois , dans Cette équivalence, des quan - ' 
cités de mouvement dues aux frottements qui se manifestent au contact des 
corps. ' •: , '*• '• , • . -, “ . *: * . ’ 

d« D'Ale»- D'après des expériences récentes de M. Morin , ces quantités de mouvement 
!î« , wry/* t d ues aux frottements pendant le choc paraissent devoir se calculer comme les 
frottements dus au* pressions ordinaires - , c'est-à-dire qu’on peut les regarder 
comme en rapport constant avec la quantité de mouvement due au* actions 
normales, aux surfaces de contact. La méthode pour calculer ces dernières, 

' est la môme que pour les simples pressions entre les divers -corps d’une 
machine en mouvement: nous reviendrons plus loin sur cette dernière déter- 
• sninatiou. " " , " ' ' ■ “ • • / ■ - - • 

L'énoncé précédent renferme ce qu’on appelle le principe de d'Aleiobert , 

• dans lé choc des corps. U étend à des quantités de mouvement , les relations 
que le principe des vitesses virtuelles donne pour des forces dans un mouve- 
ment quelconque. Mais il ne faut pas perdre de vue que c’est à la condition que, 
pendant le choc, c’est-à-dire pendant l'espace de temps qui s’écoule entre les 
' instants où l’on évalue les deux systèmes de quantités de mouvement , les mo- 
lécules des corps aient très-peu changé de position dans l’espace , ou, en d'au- 
tres termes, que leurs coordonnées n’aient varié que de quantités très-petites. 
Ce qu’on vient de dire ne s’appliquerait donc pas au choc de deux masses d’air 
qui se comprimeraient sensiblement pendant le temps que l’on prendrait pour 
la durée du choc. 

5 Kous remarquerons maintenant que si, après le choc, à l’instant où 
l’on prend les vitesses u, , t\ , w, , il y avait encore des ébranlements entre les 
molécules, le théorème précédent n’apprendrait rien, puisque des viU^^ 
propies des molécules on ne pourrait rien conclure pour les vitesses d’ensemble 
et pour les mouvements dès corps. Ou aura recoürs alors aux mouvements 
moyens, qui nous ont déjà servi à lever une difficulté analogue daDs le prin- 
cipe des forces vives. Voici comment on procédera. 

Les mouvements virtuels choisis pour fournir.les Sx, iy,Sz qui entrent dans 
‘ *• l’équation précédente, lie peuvent donner pour chaque corps qu'une translation 
dii centre de gravité et une rotation autour de ce ceutrc. Les sommes de mo- 
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nient» virtuels qui en ré&ulteut produisent, et les sommes de quantités de 
mouvement de translation, et les sommes des moments des quantités de mou- 
vement autour des axes de rotation virtuelle, par rapport aux centres de gra- 
vité de chaque corps. Or, ces quantités étant les mêmes pour les mouvements 
effectifs et pour les mouvements moyens, on peut substituer ces derniers dans 
l’équation précédente, et l'on aura, en désignant paru,, v m , v, les vitesses 
composante», dans le mouvement moyen, : • ' 




F - (".*x + Vmty -fwvi) = Ï C («.ix +v„ty+ w.-îi) 4- iFy 

g g - ■ • 


Cette équation en fournira toujonrs autant de différentes qu’il en faudra pour 
déterminer les mouvements moyens de chaque corps composant la machine ; 
et cela en raison des systèmes différents qu’ou pourra prendre pour les vitesses 
virtuelles ir , Sz , etc. „ 

Si , è la fin du choc, c'est-îi-dire ii l’instant où l'on prend les vitesses moyennes 
u_ , i*i , , les corps sont encore en contact, ces mêmes vitesses moyennes , 

étant encore compatibles avec les liaisons du système pendant le choc, pourront . 
être prises pour vitesses virtuelles, et l’équatiou ci-dessus deviendra, en divisant 
par dt , et transposant, ■ . 


M 


' i-(u“io,+ v.v«+w.w»l — ï'-(tt , .-hv , »-f-w’.) + îF-j- = 0. ' v*.* 

g g . dl •• •*. 

Maison a, pour éliminer les doubles produits, l’équation 
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et d’autres semblables pour (».«'« cl pour w.\v m . En substituant, on trouve ainsi 
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J 11 faut remarquer que le terme — IF ^ , sera en général positif, parce que 


* la quantité de mouvement désignée par F par abréviation de fV cos(F$/)dt , 
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■ est ordinairement négative. Lu effet la force F qui est sous cette intégrale agit 

i en i>cns opposé de dp, c’est-à-dire du glissement effectif, des surfaces eu contact. 

Cette direction du glissement changeant peu pendant le cboc,sera peu différente 
de celle de à,f, qui répond à la fin du choc. Aiusi la quautilé de mouvement ci- 

• dessus sera négative et le terme — iF -g. 

Titforrme .le c.ir»oi L équation ci-dessus renferme ce qu’on appelle le théorème de Carnot , dans 
le choc des corps mous, ou non élastiques. Ou entend ici par corps mous ou non 
élastiques, ceux qui, après le choc, restent juxtaposés en leurs points de con- 
tact. On voit donc que, pour ces corps, la différence entre In force vive due 
• aux vitesses avant le choc et celle qui est due aux vitesses moyennes après 

le choc , est égide à la somme de deux termes : i" la force vive duc aux 
vitesses perdues ou gagnées par f effet du choc, dest-à-dirc aux vitesses qui, 
. _ • combinées avec celles qui ont lieu après le choc , donneraient pour résul- 

tantes celles qui avaient lieu avant le choc ; 2 ° la somme des produits des 
quantités de mouvement (lues aux frottements pendant le choc, par les 
vitesses relatives de frottement à la fin du choc. 

Aiusi on aura à ajouter, en général, à la perte exprimée par la force vive 
due aux vitesses perdues ou gagnées par le choç, une seconde perle due aux 
frottements. ' ' , 

55. La conception îles corps tunus , c'est-à-dire de corps qui après s’être 
. choqués restent ei| contact n’est qu’une abstraction qui ne se rencontre pas 
dans la nature. Si fou fait quelquefois cette supposition, c'est pour avoir un 
maximum de la perte de travail due au choc. Dans la réalité, les corps qui se 
Sont choqués ne restent pas en contact , ils se séparent par une réaction molé- 
culaire. C’eit à celte tendance à se séparer ainsi, par l’effet de la réaction mo- 
léculaire , qu'on a donné le nom d'élasticité, en distinguant l’élasticité plus ou 
moins parfaites L'élasticité parfaite serait la propriété qu'auraient certains corps 
de reprendre après lu choc lu même disposition des molécules qu’avant le choc : 
les actions mutuelles ayant repassé par les mêmes étals de grandeurs, quand 
les distances icvicnnetit les mêmes, en sorte que du. montent oit toute action 
aurait cessé entre les molécules voisines du contact dans les deux corps, il n y 
aurait plus ni vibration , ni dérangement dans leur intérieur. Dans ce cas , il est 
clair qu’il n’y aurait aucune perte de force vive par l’effet du choc, même en 
ne prenant que les mouvements moyens; car les actious dus molécules les unes 
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sur les autres reprenant les mêmes valeurs quand les distances sont revenues 
les mêmes, les intégrales fRdr sont toutes nulles, quand on les prend depuis 
le commencement du dérangement jusqu'à la fin; et comme il n’y a pas de 
mouvement relatif des molécules entre elles , à lu fin du choc , la force vive du 
mouvement moyen qui forme la totalité de la force vive, doit rester la même. 
Cette supposition n’est qu’une abstraction qui ne se réalise qu’asse?. imparfaite- 
ment pour des corps particuliers , et dans des cas de choc tout spéciaux. Dans 
ces cas elle sert à déterminer les tnouvemcnls après le choc , comme nous le 
verrons plus loin dans les applications. 


Principe sur le mouvement du centre de gravité. 

56. Le principe qui a été énoncé à l’article 38 pour un corps solide libre , 
s'étend très-facilement à un système de corps formant une machine quelconque, 
et même au cas où il y a des chocs, si ce système n’est retenu à aucun poids 
fixe, ni à aucun corps extérieur par certaines liaisons, ou en d'autres termes 
s’iL est libre de prendre des mouvements virtuels de transport parallèles à 
trdts axes coordonnés, et pour lesquels toutes les vitesses virtuelles soient égales 
et parallèles. 

Pouc le prouver , procédons ici comme à cet article 38 , et preuons pour vi- 
tesses virtuelles des vitesses égales et parallèles aux trois axes. En conservant les 
notations de ce même article, c’est-à-dire eu désignant par U, V, W, les yi- 
# tesses du centre de gravité dans les sens des trois axes, et par u, r, iv, les 
vitesses analogues pour une molécule quelconque du système dont p est le 
poids; nous aurons eu supprimant les facteurs communs aux deux membres qui 
sont les vitesses virtuelles , 
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. Dans les seconds membres il ne reste rien , ni des actions des molécules d’un 
même corps , ni des actions des molécules de deux corps én contact faisant part^ 
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k système ou de la machine ; car ces actions se groupent par forces égales et 

opposées dont des sommes sont uulles dans les seconds membres. 

• ' . \ Ces équations donnent pour un système ou une machine quelconque l’énoncé 

1 ue nous avions présenté article 38 pour un seul corps solide. Il consiste 
. ' ce que dans tout système de corps libre dans ? espace, le centre ,le gra- 

vite se meut comme un point materiel libre qui ayant la masse totale serait ’ 
soumis à toutes les forces extérieures qui agissent sur le système. 

S'il y a des chocs qui vienuetil de corps -extérieurs, les forces très-grandes 
.' ’ , qu’ils- produisent sur le système ne feront point exception à celles que l'on 

considère dans ce principe sur le mouvement du centre de gravité. Le point 
. matériel fictif qui se meut comme ce ccutre modifiera alors son mouvement 

, absolument comme s’il avait reçu lui-même les chocs extérieurs. En intégrant 

' , . I e8 deux membres des équations ci-dessus par rapport au temps, on transporte 

«ux quantités de mouvement, le principe qu’on vient d'énoncer pour les forces. 
../•T. Ainsi on P eul «lire que : lorsqu U y a des chocs dus ides corps extérieurs 
au système, le centre de gravite prend un changement brusque de vitesse , 
comme un point matériel qui ayant la masse totale du système recevrait 
directement les quantités de mouvement dues à ces chocs. 

" Dans le cas prticulier où il n’y a aucune force extérieure au système mobile , 
et où il n’y a que des actions mutuelles des molécules entre clics , alors, comme 
■ ces actions peuvent ne pas compter au nombre des forces appliquées au centre 

• de gravité , puisqu'en effet si on les appliquait, elles le détruiraient deux à deux, 
ce centre se meut d'un mouvement uniforme et rectiligne comnte un point 
matériel qui n'est soumis à aucune force : il conserve ainsi sa quantité de 
\ mouvement. C’est cet énoncé qui est connu sous la dénomination de principe 
de la conservation du mouvement du centre de gravité. Lorsqu'il y a des chocs 

* - , xVepttc les corps mêmes qui font pavtie du système, ils n'alièrent en rien le 
[ mouvement du centre de gravité qui se fera comme s’ils n’avaieut pas lieu 

puisque les actions très-grandes dues à ces chocs disparaissent dans les équations 

• ' ’ ci-dessus. 

. .• : •• *r. . ■■■:■ . • /• v, ' . ■?-. - -- 

Principe sur la conservation des moments des quantités de mouvements. 

' ' * • 

57. Dans les cas où le sysièm»en mouvement u’est soumis à aucune force 
extérieure, et où les molécules des corps qui le composent, 11e sont soumises 

1* lAi 


Cohrrnlr-i(i4»t) du mou* 
' entent du cttii 
gravi! é; 




qu'à leurs actions mutuelles, soit dans leur état ordinaire, soit pendant le choc 
lorsqu’il s’en produit entre les corps du système que l’on considère ; les moments 
des quantités de mouvement de l’ensemble des molécules restent les mêmes , 
quand on les prend par rapport à un axe autour duquel le système peut tourner 
librement. 

On établit ce principe en procédant pour un système de corps, comme nous 
l’avons fait à l'article 37 pour un seul corps solide, c'est-à-dire en prenant pour 
vitesses virtuelles celles qui résultent de la supposition où l’on donnerait à touL 
le système , considéré comme solide, un mouvement de rotation autour d'un 
axe. 

On a alors, en prenant cet axe pour celui des z comme à l’article 37, 

i ?( jr S- j, ï) =i( ’ rï -- yX) 

. «s*»' ** raÀ'jMJWhifM SU* -jljp kdap , 

Mais dans le cas tfu les forces X et Y proviennent d’actions mutuelles de 
molécules du système, soit pendant leur juxtaposition ordinaire, soit pendant 
leur choc, auquel cas ces actions deviennent incomparablement plus grandes, 
les seconds membres sont égaux à zéro , puisque les moments de deux actions 
égales et opposées donnent une somme nulle : ainsi ôn a 


pl dv du\ 

■* 0X * -•* • 

En intégrant par rapport au temps, on eu conclut 




(xv — jru) = 


c 



C étant ici une constante par rapport au temps. 

Le premier membre est la somme des moments des quantités de mouvement, 
en appelant moment dune quantité de mouvement pour chaque molécule, celui 
d’une force fictive qui serait appliquée à cette molécule dans la direction de sa 


vitesse , et qui aurait pour mesure le produit de sa masse ^ par cette vitesse. 


On peut donc énoncer ce principe que dans un système ou une machine 
quelconque, qui n'est soumise à aucune force extérieure, et qui ne reçoit 
ainsi que les actions qui résultent du contact ou du choc des corps qui 
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la composent , les sommes des moments des quantités de mouvement de 
toutes ces molécules par rapport à tute ligne qui peut serx’ir daxe de rota- 
tion dans un mouvement virtuel restent constantes pendant la durée du 
mouvement. 

Ce principe sert à déterminer le mouvement après le choc pour deux systèmes 
tournant autour de certains axes fixes. 

Principe général de la transmission du travail. 

58. Nous pouvons maintenant étendre à une machine formée d'un système 
de corps solides, le principe de la transmission du travail , en ayant égard aux 
frottements, aux ébranlements des molécules et aux chocs. Il Suffira pour cela 
de prendre les mouvements moyens pour chaque corps, et d'ajouter au travail 
résistant, celui qui est dû aux frottements des corps de la machine entre eux, 
et de tenir compte des perles de force vive qui seraient dues aux chocs brusques 
lorsqu’il s'en produit et qu'on n'est pas dans l’un de ces cas exceptionnels où il 
y a une élasticité à peu près parfaite. Si nous désignons par T. la quantité de 
travail moteur due aux forces mouvantes extérieures pendant un certain temps 
pour lequel on veut appliquer le principe de la transmission du travail , et par 
T, la quantité de travail résistant produite pendant le même temps par les 
forces extérieures , y compris les frottements produits par les corps extérieurs, 
par T/ la quantité de travail perdue par les frottements entre les corps qui 
composent la machine,, et enfin par T, la quantité de travail perdue par les 
chocs qui ont pu avoir lieu pendant la durée du mouvement que l'on considère; 
enfin, si Ton désigne, comme & l’article 4? , pat w la vitesse d’une molécule 
quelconque du système et parp son poids , onaura évidemment, d’après ce qui 
a été exposé dans les articles précédents 


T T T, 

T.-TV-Tr-T.-ï— -x— , 

w, désignant ici la vitesse à l'origine du mouvement. 

Lorsque le mouvement est considéré pour un temps un peu long, compara- 
tivement à celui qu'il faut à l’origine pour mettre la machine en mouvement et* 


pw 

pour lui donner sa plus grande force vive , les termes 2 — et 2 


pw 
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très-petits devant le* antres , on au moins leur différence est très-petite. On 
peut alors poser avec une très-grande approximation 

T« = T, + T/-j-T,. 

* 

Si l'on représente par T. le travail moteur reçu par les corps extérieurs à la 
machine en raison des pressions que celle-ci produit sur ces corps, et si l’on 
désigne par T/ le travail perdu en frottements entre ces corps extérieurs et 
ceux de la machine, lequel travail doit être évalué, comme on l'a dit è l'article Sx, 
on aura par la définition même de T/, 

r * 

T, — T« = T j ou T- = T.-f-T/; 


en substituant dans la valeur précédente de T., on a 
T«=T. + T' / -(-T/-f T,. 

Celle équation renferme l'énoncé le plus général, du principe de la transmis- . 
sion du travail : elle établit que le travail moteur T'„ transmis par une machine ' 
sur les corps extérieurs qui résistent & son mouvement est plus petit que le tra- 
vail moteur T.' reçu par cette machine, cl que la différence se conipose des 
pertes de travail ducs aux frottements , tant des corps de la machine entre eux 
qu’avec les corps extérieurs qu’elle fait mouvoir , et des pertes dues aux chocs. 

Si , au lieu de considérer ces mouvements dans un temps très-long , on ne 
prend les quantités de travail que pour un temps comparable à celui qui est 
nécessaire pour que la machine acquière son maximum de vitesse depuis l'ori- 
gine de son mouvement, alors ou ne pourra plus négliger l'accroissement ou la * 
diminution de la somme des forces vives ; et l'on posera a . 

T„ = n-f:T, + r/+T,-M^ + * < ë. . • 


Ici l’accroissement de la somme des forces vives, s’il y eu. a, n’a lieu qu’aux 
dépens du travail moteur, qui doit augmenter polir produire. cet accroissement. 
Mais aussi cette augmentation momentanée n’est pas perdue, puisque lors- 
qu il y aura plus tard un décroissement de force vive, ce sera à son tour le 
travail ré^«ntT'„, qui pourra augmenter- sans qu’il soit nécessaire que T. 
augmente, tfaccroissement de force vive, ainsi qu’on fa déjà fait remarquer, 
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figure donc ici comme un travail en réserve qui est reslitué dès que le mouve- 
- ment se ralentit. 

t p",”c Ur ' "c Quoique nous nous proposions de revenir à part sur les questions de méca- 

ij irwmtuwn d B ,«. n j« ue auxquelles donnent lieu les corps flexibles et les fluides, cependant, afin 

vail au* corpa ftriiblca * . r 

ci aui fluide* que les énoncés précédents ne paraissent pas restreints ici aux machines où ces 

corps ne sont pas employés, nous ajouterons les remarques suivantes. 

En outre des corps solides on emploie dans les machines des cordes et des 
courroies. Pour appliquer dans cè cas le principe de la transmission du travail, 
il suflit de tenir compte dans la transmission des pertes qui résultent des dé- 
placements moléculaires qui s’opèreut dans ces corps par leur flexion et leur 
redressement. L'expérience prouve que ces pertes sont très-peu sensibles, car 
• les deux extrémités d'une corde, ou de tout système flexible qui en faitl'ofiice, 

ayant la même vitesse dans le sens de leur longueur , la perle de travail se 
constate par la différence des forces qui les tirent dans le sens de leur lon- 
gueur. Cette différence étant peu sensible , il en est de même des quantités de 
travail correspondantes; ' . • • V 

Nous reviendrons plus loin sur le mode d'évaluation de ces perles ; pour Je 

- moment il suflit de concevoir qu'elles sont peu considérables. -. 

Pour les fluides, on doit les considérer comme une réunioh de très-petites 
. sphères solides pouvant glisser les unes sur les autres sans frottement sensible, 
en sorte que rien n’empêcbc de leur appliquer le principe de la transmission 
du travail en ayant égard aux petites pertes dues aux frottements des parli- 
; *cules entre elles et k celles qui sont dues aux chocs, quand il .s'en produit. 

.L’expérience montre que quand il n’y a pas de choc brusque et -qu'il n’y a que 
des frottements des particules fluides les unes sur les autres, ces pertes sont 
très-peu sensible». Nous revieudrous par la suite sur les pertes de travail dans 
le mouvement des fluides: il suffit maintenant de faire sentir comment, 
en ayant égard 'à ces pertes , le principe de la transmission du travail reste 

- applicable. 
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CHAPITRE II 


Considérations générales sur les machines servant à transmettre le travail 

<fun moteur. 

" % 

5g. Il résulte des principes précédemment exposés que le travail est une 
quantité que l’on ne peut augmenter par l’emploi des machines. Gclles-ci 
sont destinées à augmenter ou h diminuer, soit la force motrice, soit le 
chemin décrit dans un temps donné par son point d’application; à parta- 
ger l’un ou l'autre en plusieurs portions, à modifier leurs positions et leurs 
directions ; en un mot & changer tout ce qui constitue la force et le chemin , 
mais sans pouvoir jamais augmenter le travail. 1m portion de cette quantité que 
les machines peuvent reproduire est d’autant moins différente de celle qu’elles 
ont reçue, que les frottements sont moins considérables. S’il était possible de 
construire des machines sans frottement, on pourrait dire alors que le travail 
est une quantité qui ne se perd pas. 

On peut comparer la transmission du travail par les machines à l’écoulement 
d'uii fluide qui se répandrait dans les corps en passant de l'un ii l’autre par les 
points de contact; se diviserait en plusieurs courants, dans le cas où un seul 
corps en pousse plusieurs; on formerait, au contraire, la réunionne plusieurs 
courants, dans le cas où plusieurs corps en poussent un seul. Ce fluide pour- 
rait en outre s'accumuler dans certains corps et y rester en réserve jusqu’il ce 
que de nouveaux contacts, ou des contacts avec écoulement plus considérable, 
en fissent sortir une plus grande quantité: ce travail en réserve , que nous assi- 
milons ici à un fluide , est ce que nous avons appelé la force vive . — En suivant 
toujours cette comparaison, une machine, dans le sens ordinaire du mot, est 
un ensemble de corps en mouvement disposés de manière à former une espèce 
de canal par où le travail prend son cours pour se transmettre, le plus inté- 
gralement possible, sur les points où l'on en a besoin. Il se perd peu à peu par 
les frottements et par les déformations des corps , ou bien il va se répandre dans 
la terre, où, en s'étendant indéfiniment, il devient bientôt insensible. 

C’est le travail qui sert de base à l’évaluation de l’effet des moteurs dans le 

’ • Y 

rl . 
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commerce , et c’est à cette quantité que se rapportent principalement toutes les 
' questions d’économie, dans l'emploi des machines motrices, ainsique nous 
allons le faire voir. ... 

Nous ne produisons rien de ce qui est nécessaire à nos besoins , sans déplacer 
les corps ou changer leur forme; ce qui ne peut se faire, qu’en surmontant des 
résistances, et en exerçant certains efforts dans le seus du mouvement. C’est 
donc une chose utile que la faculté de produire ainsi le déplacement accom- 
pagné de la force dans le scus de ce déplacement; en d’autres termes, c’est une 
chose utile, que la fuculté de produire du travail. Soit qu’on le tire des ani- 
maux de l’air, en mouvement , de la pression de la vapeur , ou de l’eau qui des- 
cend de localités plus élevées dans de plus basses , il est limité pour chaque 
temps , pour chaque lieu , et ne se crée pas à volonté; les machines ne font que 
l’employer ou le tenir eu réserve sans pouvoir l’augmenter; dès lors la faculté de 
le produire, se vend, s’achète et s’économise comme toutes les choses utiles qui ne 
sout pas en extrême abondance, et qu’on ne peut sC procurer sans dépenses. 

Si cous n’avions pas les machines à notre disposition , deux déplacements 
différents seraient deux choses de natures distinctes , qui n’admettraient en 
général pour leur évaluation aucune base mathématique: il en serait de ces 
déplacements comme de beaucoup de choses utiles dont les valeurs ne sont 
pas établies sur des bases mathématiques. Mais les machines, comme on va le 
voir, donnent le moyen de poser pour les déplacements des moyens d’évalua- 
tion analogues à ceux qu’on possède pour des quantités plus ou moins grandes 
d’une même matière. 

m 

Lorsqu’une machine, qui reçoit ses forces mouvantes d’un certain moteur, 
est destinée à opérer un certain effet utile, il en résulte que les points qui agis- 
sent sur les corps à déplacer ou à déformer , reçoivent de ceux-ci des forces 
résistantes; mais ces forces ne sont pas en général les seules qui produisent le 
travail résistant; les frottements et diverses autres résistances, dont on ne peut 
se débarrasser , viennent ajouter un travail résistant k celui qui résulte de l’effet 
utile. Cependant , comme il y à une possibilité rationnelle k ne laisser subsister, 
en forces résistantes, que celles qui naissent de l’effet utile, ou au moins à 
diminuer considérablement toutes les autres forces comparativement à celles-là, 
on peut d’abord raisonner dans cette hypothèse ; on verra facilement comment 
il, faut modifier, dans lu pratique, les conclusions qu on tire de cette première 
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abstraction. Supposons donc, pour le moment, que tout le travail résistant est 
produit par l'effet utile. 

-Si l'on a la faculté de produire un déplacement en exerçant un certain effort, 
on pourra , à l’aide d'une machine propre b modifier convenablement le mou- 
vement et les forces , appliquer cette faculté à produire une certaine fabrication, 
par exemple à moudre du blé ou b tordre du fil. Or, la mouture de chaque 
litre de blé , ou la lilature de chaque mètre du même fil, étant en général 
accompagnée des mêmes circonstances , exigera que les points sur lesquels la 
machine a agi aient décrit le même chemin en recevant le même effort; ainsi 
cette mouture ou cette torsion de til donnera toujours lieu b la production d’une 
même quantité de ce que nous avons appelé travail résistant : par conséquent, 
le travail résistant produit sur la machine , sera proportionnel au nombre de 
litres de blé moulus ou au nombre de mètres de fil tordus dans un même temps 
par le moteur dont il s'agit. Or, comme d'après la supposition que nous venons 
de faire , qu’on pouvait d'abord négliger les résistances étrangères b reflet utile , 
cette quantité de travail forme à elle seule toute celle qui est produite sur la 
machine, il en résulte qu’elle est sensiblement égaleau travail moteur; ce dernier 
est donc aussi proportionnel b la quantité de blé moulu ou de fil tordu dans un 
même temps. 

Pour comparer entre eux deux moteurs , il suffira donc de concevoir qu’on 
ail construit des machines b laide desquelles on puisse les appliquer b une 
même fabrication, par exemple b moudre du blé. Le nombre de litres de blé 
qu’on pourra moudre dans un temps donné, sera de même ‘sensiblement pro- 
portionnel aux quantités de travail moteur produit sur ces machines b l’aide de 
ces moteurs pendant ce même temps. Mais il est clair que la valeur compara- 
tive des deux moutures sera mesurée par les nombres de litres de blé moulus; et 
comme ces' derniers sont sensiblement proportionnels aux quantités de travail 
produit sur chaque machiue, il s’ensuit que les deux moteurs auront des valeurs 
proportionnelles aux quantités de travail qu’ils peuvent produire sur ces ma- 
chines. . . . • 

Cesi donc a cause de la facilité qu’ou a aujourd’hui, et qu’on aura de plus' 
en plus, de construire des machines pour y appliquer différents moteurs, et 
pour exécuter avec ces machines la même nature d’ouvrage, que l’on établit 
ainsi un mode de comparaison entre ces moteurs, par le moyen des quantités 
de çe même ouvrage qu’ils sont capables de produire. L’invention, le perfec- 
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uonnement et la multiplicité des machines ont amené, et répandront de pins 
en plus ce mode d’évaluation , à peu près comme l’invention et le perfection- 
nement des outils destinés à diviser les matériaux , ont amené et répandu daqs 
le commerce , la mesure de leur valeur par la quantité géométrique que l’on 
appelle le volume. 

Dans ce mode de comparaison de la valeur de deux moteurs , nous avons 
supposé deux choses : 1* que, dans toutes les machines, le travail résistant dû à 
l'effet utile à produire est égal au travail moteur ; a* qu'il n'en coûte rien pour 
se procurer des machines et pour les entretenir. 

Il est facile de voir que ces hypothèses ne sont pas absolument nécessaires, 
et que la rigueur des conclusions subsiste encore , si l’on admet seulement : 
i" que le travail résistant dû à l’effet utile, au lieu de former tout le travail 
résistant qui est produit, soit seulement en proportion constante avec celui-là, 
c’est-à-dire que les pertes de travail dues aux frottements et à toute autre cause, 
soient proportionnelles au travail moteur; a” que les frais d'établissement et 
d’entretien soient aussi proportionnels à ce même travail moteur. Ces propor- 
tionnalités, quoique déjà plus près de la vérité que l'hypothèse d’une égjülé 
parfaite entre le travail moteur et celui qu'exige f effet utile, n'ont cependant pas 
lieu en général dans la pratique. Aussi n'est-ce pas uniquement d’aprèsla quantité 
de travail que peuvent produire les moteurs qu'on les paye dans le commerce; 
on a égard eu outre au plus ou moins de perte .de travail qui sera dûaux frotle- 
ments et aux résistances étrangères à l’ouvrage à exécuter, dans les machines 
que l'on devra employer pour en recueillir le travail ; et l'on tient compte des 
frais nécessaires pour l'établissement de ces machines. Mais il est toujours 
indispensable de commencer par calculer le travail moteur qui peut être pro- 
duit; c'est la mesure abslraited’où l’on part pour y apporter les modifications 
voulues par chaque circonstance particulière. 

Il en est du travail, pour évaluer les moteurs, comme de plusieurs éléments 
de mesures géométriques qui supposent aussi des abstractions ; dans la pratique , 
ce ne sont plus que des approximations. 

Par exemple, quand on établit la valeur de certains corps en mesurant leurs 
volumes, comme on le fait pour la pietre et pour les bois; on admet qu’avec 
un corps qui a un volume de deux unités, on peut faire deux volumes unitaires. 
Or , pour réaliser cette conception , il faut scier ou tailler ce corps , et eu perdre 
une partie par cette opération : cette perte n'étant pas en proportion avec le 
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volume, la rigueur du rapport géométrique ne subsiste plus pour l'évaluation 
en argent. * . 

Sous ce rapport, il y a tout & fait analogie entre le volume pour l'évaluation 
de certains corps et le travail pour l’évaluation des moteurs. Les perles due> 
aux frottements, dans les machines, correspondent aux pertes de matière dues 
à la division. Quant aux machines qui seraient nécessaires pour appliquer diffé - 
rents moteurs à la fabrication de différentes quantités d'une même espèce d’ou- 
vrage, et pour comparer ainsi ces moteurs par le travail utile qu'ils peuvent pro- 
duire, les frais d'établissement et d'entretien qu'elles exigent correspondent auffii 
à ce qu'il en coûterait en main-d'œuvre, en outils, ou en machines, pour effectuer - 
les divisions de matière qui ramèneraient les différents volumes à des volumes 
uuitaires servant de comparaison. 

Ainsi le travail , comme nous l’avons défini , calculé pour toutes les forces 
que développe un moteur, joue le même rôle pour l'évaluation de ce moteur 
que le volume pour celle de certaines matières. *••1*^ 

On peut entrevoir déjà combien l’étude de cette quantité est nécessaire à la 
théorie des machines et des moteurs. Ce que nous dirons dans le reste de cet 
ouvrage achèvera d'établir toute conviction à cet égard. 

il ne sera pas inutile de répondre ici à une difficulté qu'on fait quelquefois au 
sujet de la mesure de la valeur du déplacement par le travail , tel que nous 
l’avons défini. On dit que le temps est aussi un élément de valeur du déplace- 
ment , et que ce dernier ne doit pas être considéré indépendamment du plus ou 
moins de promptitude qu’on met à l’opérer. 

Sans doute, dans beaucoup de cas, il est pins ou moins utile qu’un certain 
effet mécanique, c’est-à-dire un certain déplacement, soit produit plus ou« 
moins promptement; mais ce genre d'utilité est du nombre de ceux qui ne sont 
pas susceptibles de mesure fixe. Lorsqu’on achète, on consulte sa convenance 
sous ce rapport, comme sous beaucoup d'autres, sans que le calcul ait prise 
sur ces circonstances de valeur. Deux déplacements semblables, comme le 
transport de deux fardeaux , exécutés dans des temps différents, sont deux choses 
utiles de natures distinctes, qui, sous le rapport du temps, n’admettent pas de 
comparaisons géométriques. Remarquons d’ailleurs que lorsqu'il s'agit d’opérer 
avec uno machine une certaine quantité de déplacement semblables, comme 
il nen coûte pas plus, dans beaucoup de cas, de les opérer simultanément que 
successivement , on ne peut faire entrer le temps comme élément de valeur de . 

Il 
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oés quantités de déplacements opérés. Supposous , par exemple, quoi) se pro- 
pose n’employer. dix hommes à élever des fardeaux : si l’on désire ensuite exé- 
cuter plus promptemeut cette élévation, on pourra toujours y employer simul- 
tanément vingt hommes; et, sans qu’il en coûte plus de journées, le même elle! 
sera effectué dans un temps moitié moindre. Cette diminution de temps, 
'pouvant ainsi être obtenue à volonté, ne doit pas entrer en général comme 
élément régulier dans la valeur. Supposons encore que l’on considère une ma- 
chine à vapeur destinée à laminer du fer. Si l’on a intérêt à produire beaucoup 
dê fer dans un jour, rien n'empêchera d’employer simultanément deux ma- 
chines semblables; et alors, sans qu’il en coûte plus de charbon pour un 
poids déterminé de fer, on produira dans un jour, avec deux machines, ce 
qu’une seule pioduirait en deux jours. Puisqu’on a la faculté de diminuer le 
temps qu'il faut pour produire une certaine fabrication, sans qu’il y ait dans 
les dépenses une différence très-sensible, le temps n'est donc pas, en général, 
un élément qu’on puisse faire entrer dans l’estimation de la valeur du dé- 
placement; ou, s’il peut y entrer quelquelois , c’est tout à lait en dehors du 
travail. 

La distinction entre le temps et le travail, dans l’évaluation des moteurs, est 
tout à fait semblable à celle qui doit se faire dans l’achat de certaines matières . 
entre la quantité qu’on achète et le temps qui sera employé à la livrer. Quoiqu'il 
v soit souvent très-utile que la fourniture d'une marchandise qui s'effectue peu » 
peu, à tant par jour, soit terminée dans huit jours au lieu de l’être dans un mois, 
cependant cela n’empêche pas que la quantité de cette marchandise ne forme 
■ toujours l’élément principal du marché, et celui qu'on ne pourrait omettre 
» d’énoncer danj le contrat de vente. 

Le nom de travail , que nous avons adopte , nous parait très-propre à donner 
une idée juste de la quantité qu’il sert à désigner. Un se rappellera facilement, 
lorsqu’on parlera du travail qu’un cheval produit par jour, que c’est l’effort avec 
lequel il peut tirer dans le sens du chemin, multiplié par ce chemin, ou plus 
généralement, que c’est l’intégrale du produit de cet effort par l’élément de ce 
chemin. Lorsqu'on dira que la vapeur fournie par un kilogramme de charbon 
produit une certaine quantité de travail, on se représentera facilement que cette 
« quantité est la pression exercée sur le piston , multipliée par le chemin qu il 
décrit, ou l’intégrale du produit de la pression par la différentielle du chemin. 

Les expressions de travail moteur, travail résistant , travail utile et travail 
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perdu , qui forment toutes les distinctions à établir dans l'emploi de ce mot 
pour la théorie des machines, seront d'un usage clair et facile. 

Le travail ayant pour élément le produit d’un chemin infiniment petit par 
une force agissant dans io sens du chemin, aurait naturellement pour unité le 
travail qui résulte de l’unité de force, ou du kilogramme, exercée dans le sens 
du chemin, sur un point qui décrit l'unité de chemin, ou le mètre. Mais, 
comme pour les moteurs les plus ordinaires, tels que les chutes d'eau , les ani- 
maux et la vapeur, les nombres de ces unités, produites dans peu de temps, 
seraient trop considérables, et gêneraient les énoncés, on est généralement 
coovenu de prendre pour unité le travail qui résulte d'une force de mille kilo- 
grammes , exercée sur un point qui parcourt un mètre dans le sens de celte 
force. Cette unité parait la plus convenable en ce qu elle est assez petite pour 
dispénser d’un usage fréquent des fractions, et qu’elle est néanmoins assez 
grande pour que l'on n’ait jamais k énoncer des nombres trop considérables. 
Le travail que l'homiue produit dans la journée est exprimé par des centaines 
de cette unité ; celui que produit le cheval , dans le même temps, par des mille; 
et celui des machines à vapeur et des chutes d’eau , toujours dans une journée , 
l'est ordinairement par des centaines de mille : ces nombres ne sont pas assez 
considérables pour être hors d'usage. * . 

11 serait à désirer qu'on adoptât un nom pour cette unité de travail. Quelques 
mécaniciens ont proposé de l'appeler djrnamie. Si l'on veut prendre ainsi' une 
dénomination dérivée du grec, on devrait y conserver quelque chose des racines 
de force et de chemin : sous ce rapport , nous proposerions l'expression de Ujna- 
mode i nous l'emploierons dans le reste de cet ouvrage. 

11 est bien important de ne pas perdre de vue que, pour que le prodtiitd’une 
force par un chemin soit uue quantité de l'espèce de celle que nous avons 
nommée travail, il faut que la (bree soit estimée dans le sens du chemin. A ce 
sujet, nous ferons remarquer que, dans quelques ouvrages où fou a donné des 
tableaux des quantités de travail qui peuvent être produites dans uue journée 
par les hommes et par les chevaux, dans différentes circonstances, on a mis 
dans ces tableaux les chemins que peuvent faire uu homme ou un cheval , en 
portant ou m trainant différents fardeaux sur différentes espèces de routes, et 
l'on a inscrit le produit du chemin par le fardeau'dans la même colonne que les 
quantités de travail , eu leur attribuant le même nom. Sans doute il est utile dt 
consigner ainsi divers résultats sur le trauspoit horizontal des fardeaux ; mais il" 
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ne faut pas désigner le produit du chemin et du poids transporté par le même 
uoni qu'on donne au produit que nous appelons travail; je pense qu'il ne faut 
pas même donner de nom au premier produit. 

D’abord, pour qu'on puisse confondre sous la même dénomination le travail 
et le produit d'un chemin par une force qui lui est perpendiculaire, il faudrait 
qu’il y eût une espèce d'équivalence entre ces deux quantités, que l’une pût se 
transformer dans l'autre; or, c'est ce qui n'est pas. Le même travail peut être 
accompagné d'une force perpendiculaire au chemin , celle-ci étant plus ou 
moins grande : ainsi, avec la même force de tirage, un cheval peut traîner 
horizontalement depuis une voiture légère jusqu'à un bateau d’un poids énorme. 
La faculté de produire le déplacement d’un corps, tandis qu'il est soumis à une 
force perpendiculaire au chemin décrit, ne peut donner lieu à un travail qui 
dépende en aucune manière du produit du chemin par une force normale ; et 
réciproquement , un certain travail ne peut donner lieu à un chemin et à une 
force normale dont le produit ait un rapport déterminé avec ce travail. Il n’y 
a aucune relation nécessaire entre ces deux espèces de produit; l’un des deux 
ne peut , en général , faire présumer ce que sera l'autre : il ne faut donc pas les 
désigner par le même mot. 

Ce serait même faire une erreur que de donner un nomau produit d'un chemin 
par une force normale à sa direction . puisque les deux facteurs de ce produit 
ne peuvent s'échanger l'un dans l'autre à l'aide des machines, comme cela 
arrive pour le travail, et que deux produits égaux, dans ce sens, ne s'appliquent 
point en général h des choses qui aient une certaine espèce d'équivalence. Si, 
par circonstance particulière, cela parait être ainsi, c’est que la force, dans le 
sens du chemin, devenant parfois une espèce de frottement, se trouve à peu 
près proportionnelle h une pression qui lui est perpendiculaire , et qu’alors le 
travail devient aussi proportionnel au produit du chemin par cette pression 
normale. Comme les deux éléments de travail peuvent se changer l'un dans 
l'autre, on peut en faire autant, dans ce cas, des deux éléments de l’autre pro- 
duit; mais ce serait uniquement à cause de cette proportionnalité. Dès quelle 
n'a plus lieu, on ne peut plus comparer ensemble deux produits de chemins 
par des forces qui leur soient perpendiculaires. 

Par exemple, quand.il s'agit du tirage des chevaux sur une même nature 4e 
route, comme il y a à peu près proportionnalité entre le poids et la force du 
tirage , c'est-à-dire le nombre des chevaux à pm ployer ; et , comme presque tous 
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les fardeaux peuvent se diviser et se transporter sur plusieurs voitures, il en 
résulte qu’il en coûte à peu près autant de journées de cheval pour transporter 
une certaine quantité de marchandises à une certaine distance , que pour trans- 
porter une quantité moitié moindre & une distance double; en sorte que l'on 
peut approximativement regarder la dépense de transporta, sur une espèce de 
route déterminée, comme proportionnelle aux produits des poids transportés 
par les chemins parcourus. Mais cette proportionnalité est subordonnée à ce 
qa’on puisse regarder le nombre des chevaux , ou la force du tirage dans le sens 
du chemin, comme proportionnelle au poids des matériaux; ce qui suppose 
qu’on ne considère qu'une même route. Dès que la viabilité change, il faut 
•changer les bases d'évaluation, précisément en raison de la variation de ce que 
nous appelons travail, et en revenir à ne prendre que cette quantité pour éva- 
luer les transports. Ainsi, lorsque le roulage demande 10 fr. de 1000 kilo- 
grammes à transporter à 10 lieues, sur certaines routes, toutes choses égales 
d'ailleurs, il demandera ao fr. , si le mauvais état des routes exige des chevaux 
un travail double ; en sorte que ce sera toujours le travail , tel que nous l'a- 
vons défini , qui sera la véritable base de ces estimations. 






Du calcul des frottements dans les applications. 


60. Nous allons nous occuper du frottement dans les- machines, en nous 
bornant aux cas généraux qui se présentent le plus ordinairement dans les 
applications. 

D'après les expériences connues sur le frottement , il y a un rapport constant , 
indépendant de la.vitcsse , entre la pression normale aux surfaces de contact et 
la force tangentielle à laquelle on donne le nom de frottement. On trouve dans 
les traités de mécanique pratique le tableau de ces rapports pour les diffé- 
rents corps solides les plus employés dans les machines. 

L’évaluation des pertes de travail dues aux frottements exige que l'on déter- 
mine : i* les pressions qui se produisent au contact; a* l’élément du glissement^ 
que prennent l'un par rapport à l’autre, pendant que le frottement s’exerce, le» 
points primitivement en contact. 

La détermination «dépréssions étant la première question qui se présente 
dans cette recherche, nous allons d'abord montrer par un exemple la marche 
qu on doit-suivre pour la résoudre. \ * ( 1 • • 
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Concevons un système solide qui tourne autour d'un axe horizontal, termine 
par deux tourillons reposant sur des coussinets ou paliers ; et supposons que ce 
système soit soumis à deux forces extérieures, situés dans des plans perpendicu- 
laires à l'axe, l’une P, l’autre P 1 , dont les moments, par rapport à cet axe, soient 
p p e i p ’p'. Appelons a et g! les angles que font respectivement ces forces avec 
l'horizon ; et désignons par H le poids du système. 

Les forces qui se produisent sur les tourillons devront être telles qu’il y ait 
équivalence entre les forces extérieures et celles qui seraient capables de faire 
prendre aux molécules qui composent le système, si elles étaient entièrement 
libres, le mouvement qu elles prenucnt effectivement. Toutes les forces étant 
dans des plans perpendiculaires it l’axe, on n’aura pas à. considérer de compo-, 
santés dans le seusde cet axe , on n’aura donc è poser que les équations qui se 
rapportent aux sommes des composantes des forces, suivant des lignes situées 
dans des plans perpendiculaires k l’axe de rotation du système, et celles qui se 
rapportent aux sommes des moments des forces. 

Prenons l’axe de rotation pour axe des z, et l’un des tourillons pour origine 
Je? coordonnées z ; désignons, comme à l’ordinaire, par u et u les composantes 
horizontales et verticales des vitesses. Soient ( et Ç' les distances des plans verti- 
caux passant par les forces P et P’ au tourillon pris pour origine; / l’inter- 
valle entre les deux tourillons ; soient p et p les rayons des tourillons; toutes 
ces quantités sont les données de la question ; désignons par Q et Q' les forces 
normales qui se produisent sur ces tourillons, et par (3 et $ les angles que ces 
forces font avec les horizontales tracées dans les plans verticaux qui les contien- 
nent, lesquels plans sont perpendiculaires 6 l’axe, lorsque les tourillons sont 
cylindriques ; ces quatre qnanlités Q, Q', /3, fi ' sont à déterminer ; enfin soient 
[ et f les rapports des frottements aux pressions normales Q et Q'. j !■ - 
Si l’on remarque que Q eljt) étant perpendiculaires, l’angle du frottement 
/Q avec l’honzontale a pour sinus — cos(3, et pour cosinus sin(3 ; que, de plus, les 
forces P et P' tendent par hypothèse k faire tourner eu sens contraire, les 
.six équations d’équivalence pour un corps solide fourniront les cinq suivantes , 
la sixième étant satisfaite d’elle-niéme , puisqu'elle se rapporte à la somme des 
composantes dans le sens de l'axe de rotation, lesquelles sont toutes nulles ; 

-a* • • -s. r 

ts*#? * ***** 


I 


I •* 





\ 


X 


KJ 


* * 


% 


* Digitized bylGoogle 


X* . * Pcosrf+P'cos«'+QcœP+Q'c»p'+/Qsinp + fQ» in.6', 

l ~ '7 ~ Psin. + P- sin* , +Q* il >? + Q's>n.5'— /Qcosp— /’Q'co»?'- 

*5 (*%-sÿ) = ep-rï-/Qr-fW- 

^ ^ ‘jj- 1 W» * tt ' . ■ - - t ^ 

. Î^SjatfsiBI + fFiilu'+iQMf — //Qcosp, 

£ “ — ■ 

1 ~ l 1n ~ ' Pcos *+?' p, «»« , + / Qa»P + <A?*“>(9. 

g (Il 

En désignant par 0 l’angle décrit par un plan passant par l’axe et entraîne 
avec le système quand il tourne , et par r le rayon vecteur mené de l’axe à un 
point quelconque du corps, on aura : 
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A l aide de ces valeurs, les cinq équations du mouvement deviennent: 

*Jr X ^ ’ • v • • ■ ** If 3fV" 

■S > . i *, * 

~ -ipjr—:-. — ipj =Pco»i + Fco«i'-+Qco»? +Q cos^’ +/Q5in c . +/'<?' sin S' # 

- ; WM-; ^Jÿur= Psin=.^P'sin*’+Qsiop + Q'sinr-/Qco»8-/'Qcos|»7 
K g .• . - ï • 

I «/tel ” * _ " / " ’ 

1 ' dt ïpr ^\ 9p ~ Vp ' — /'Q'f''. 

* ** » F ’t < • • * 



H . 1 du» 

-py*+'r • ^Piina + ^sioai' + ^QsinP — 

i\ o 

-• î= cPco«« + t'P'cos«'+lQcoi?+//T3siop. 
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Dans les applications ordinaires le centre de gravité d^ système est sur l’axe; 
on a donc : 

ipx =0 et ïpy = 0. 

De plus, le corps est ordinairement terminé par une surface de révolution ayant 
pour axe l'axe de rotation même, ou du moins ce corps est symétrique, par rap- 
port au plan des xz et des jri. On a donc aussi : 

ipxt =0 et I pyz = 0 . 

attendu que ces sommes se composent de termes qui sont deux & deux, égaux et 
de signccontraire. Dans ce cas, les cinq équations deviennent : 


(t) Pcos«-|-P'cos«' + Q(cosp-f,/sioP) + Q'(cosp , -|-/'aipP') =0 , 

(2) P»in« + Psina’-f- Q(sinp — /cosp) +Q 1 (sia? 1 — /co*P') = 0. 


(») 

(*) 

(5) 

Posons 

(«> 


d’où 


j.xCf'.PjS-P/ _/Qp -fW, 

(Pain a -+• ç'P'sina'-f- /Q(sinp — /cospj = 0, 
(Pcosi + ç'P , cos«'-f /Q (cos p-f /stop) = 0 . 


) Q(cosp+/*top)=Xi Q'(cosp'-f/'stop') = X’ ; 
I Q(sinP-/co»P)=.T! Q't.inP'-/- cos p') = T', 

• l • : v r- 


$' 


(7) 


-v /x ^ M •/ 

«a Vf 


les équations (i), (a), (4) et (5) donneront \ 
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Pour trouver les points où les f rottements se produisent , il faudra déterminer 
les quantités cos ( 3 , sin(3, cos fï, sinjî'. On tirera des équations (6) : 

• 'fwli K 


( 10 ) 

(il) 


cos 


X-/V 

Q(*+/V 

X-/T 

r*. 


Qd 4 


sin'i 


y+./ x . 

Q'(i+/V 


ùw wé V *- -;V. 

À* IS»‘ 


formules dans lesquelles il faudrait mettre pour Q et O', leur» valeurs (7) r puis 
substituer à X, Y, X', Y', leurs valeurs (8) et (9). 

Pour simplifier, désignons par 9 l'angle dont la tangente est par K et IV, 
les résultantes respectives de X , Y et de X', Y'; et par a et <ï les anglés que K 
et R' font avec l'horizontale; enfin supposons, ce qui arrive Ordinairement , que 
les rapports J' et f soient égaux. 

La force R étant la résultante de la somme X des composantes horizontales * 
de Q et de /"Q , et de la somme Y de leurs composantes verticales , on a 


R= l/X* -H Y’ , et comme 


(Iront : 


vr+r 

Q = R cos T , 
Qt= R' cosf. 


= co»9 , ces valeurs de Q et Q' Jevieu- 


D'ailleurs on a par la définition de l'angle a , 


- 

r 


* 


X = Rcosa, Y = Rsin«, 

X'=R'cosa\ Y’ = R’sina’ 


A I aide de ces relations, les équations (10) et (11) qui donnent sin| 3 , cos , 
sin cos£' pourront être mises sous la forme 

» 9- " , J. - ,r li . 4 ' • \ . . 


cosp =co»(a-f- T ), sinjt = $111 (<< -f~ v)> 
ro«P'=cos(rt'-|-f), sinp's sin(«'-f T ), 




. « - 




r=«'+t. 


La quantité £ ~ r', qui figure daus l’équation ( 3 ), est ce qu’on nomme., 

ordinairement le moment dC inertie du système par rapport a l’axe de rotation. 

17 
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Si on le désigne par k , l'équation (3) pourra s’écrire 


' dt 


Vp — Py — *ia ? (Rp -f Ry; , 


ou , en supposant p*= p, ce qui arrive fréquemment ; 

. * “ * ~ = P/»— F/>’ — p*inf.(R+R') • • 

Cette équation servira à déterminer le mouvement angulaire du système , quand 
* on connaîtra à chaque instant les forces P et P'. 

Dans les cas les plus ordinaires, les forces P et P' sont parallèles, ou à angle 
droit. 

Si elles sont parallèles, c’est ordinairement suivant la verticale, et de haut 
en bas qu’elles agissent : en prenant Taxe des y dans le sens de ces forces, on 
aura 

« •= «’ = 5*70*, sin a = sin «'= — |, c««=cou'= 0 , 

donc 

tP + t'P' 


X = 0, Y = 


X' = 0 , Y 


/ (i-OP+K-ftP 1 


Par suite 


mais 

donc 

ainsi 


Q=Y, Q=Y' ; 
a œ at =s 90*, sin a = sinn’ = I j 
Y = R . Y' = R' ; 

R-f R ' = Y + Y = P -J- P, 
et l’équation du mouvement angulaire devient 

kj- = Pp 7- P/'— peo*»(P+ P). 

Si les forces P et P' sont à angle droit , et qu’on ait 
. . « = 180*, «' = X10\ 
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d'ou 

■ 

il viendra : 


- • 

a =0, 


COS a = — I , 


U* 

• X ~ T’ 


sin «' = — I , 

C*F 


COS a : 

A #•.* 


! 0 ; 


r = ■ 


x 


(/-«P 


V; 


(/—OP' 

■■—J— 


De» équations 

Vrtv. ; irf 


* 'V ■ 
■a ♦ Hs* j* ft 

.v- -'4 Némp’ 


X =Rusu et V x Rtinn, 


on tire 


donc ici 


M%y- 


, X 

Ungu = ^ i 


ft-Jlnt 

* 




tanga 


de même 


tangu'= 


;P 

ÏW ] 

(/-;) p 


'‘t? 1 a! 




(/-;') v 

I-«s autres quantité» se déterminent comme dans le cas général. 

Lorsque les forces P et P sont constantes en grandeur et en direction pen- 
dant le mouvement , les pertes de travail dues aux frottements sur les tourillons 
dans une seconde sont exprimées par 


M 


'Ir.ntfQ et iitnf’fq, 

• , 

n étant le nombre de tours dans l’unité de temps. Et si l’ou a f —J'ei o =zp , . * 

la perte totale a pour expression * 

v • • 1%^ 'JT (RfcSPI m • 

frMeflQ + W, • • 

” ' '* ' ■■■ 

les pressions Q et Q' étant calculées d’après les formules précédentes. 

6 1 . Supposons maintenant que nous ayons deux systèmes de rotation , portant cimi «, • ■ * 

chacun sur deux coussinets ou paliers, et liés entre eux dans leur mouvement 3“ '»*« 

r lautr* d«w* Jr«U d cb 

par I engn?na^j de deux roue» dentées; les axes sont supposés parallèles. s rr "«*« d * •y»»*- 

p , _ rr r me* de rotation dont I* 

concevons qu une lorce mouvante P (ng. il), provenant d*un moteur 1 n ** p*»/ 

quelconque, soit appliquée au premier système en A, à une distance p de l’axe " 
dp ce système, et qu’une force résistante P' soit appliquée en C au second sys- • ' * ’ 

tèroe , à une distance p' de son axe. Il se produira au point de contact B des 
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ileu\ engrenages une pression mutuelle : désignons par Q cette force estimée • 
dans le sens de la normale. Si par le point D on conçoit un plan perpendiculaire 
aux axes, ce plan déterminera sur ces axes deux pointsque l'on pourra nommer 
les centres des deux systèmes: soient <y et q' les perpendiculaires abaissées de 
ces centres sur la normale au point B; et soient s et s' les perpendiculaires 
al laissées de ces mêmes centres sur la tangente. 

Désignons par f le rapport du frottement à la pression. L’action mutuelle 
au contact se décomposera en deux forces : l’une Q normale, et l'autre /‘Q 
tangenliclle. 

Négligeons d'abord les frottements qui s'exercent sur les coussinets ou appuis 
des axes. Désignons par si la vitesse angulaire du premier système, et par A- son 
moment d'inertie par rapport à l'axe de rotation. Nous aurons par l’équation 
des moments : 


. • . . . *77 = P P — < a > 

• ' * 

* • * * '• 

Pour le second système on aurait également, en désignant par des lettres ac- < 

ceutuées les quantités analogues qui s’y rapportent , . _ . 

*' jf- = — P y + Q?' ±/Q*'. (B) » / f . 4 


le choix des signes, supérieurs ou inférieurs, dépendant du sens du glisse- 
ment , qui peut changer suivant certaines conditions , ainsi que nous le mon- 
trerons plus loin . 

Les vitessees u et u' sont liées entre elles par la condition du contact ; car si 
l'on considère le mouvement pendant un temps infiniment petit , on peut 
concevoir que l’élément de contact se transporte parallèlement ii lui-même; et 
alors, pour que le contact subsiste, il faut que les vitesses des deux corps au 
point de contact aient des composantes normales égales. Mais ces composantes 
normales du petit chemin décrit par le point de contact sont respectivement 
égales aux petits arcs décrits dans le même temps par le pied des perpen- 
diculaires q et q \ et comme ces perpendiculaires varient infiniment peu 
pendant le temps considéré, on peut regarder ces petits arcs comme îles arcs 
de cercles ayant pour rayons q et q'\ la condition de leur égalité sera donc ex- 
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primée par , . ' * 

* qdut = q'dJ . \ 

Dans les engrenages ordinaires, le point de contact étant très-sensiblement 

dans le plan même des deux axes, les rapports? et ? sont égaux. Si l’on éliitline 

Q entre les équations (A) et (B) en ayant égard à l’égalité de ces rapports, on 
trouvera . 

•* . 

et comme, de la relation qdüy=q'doi', on tire q — = 9'^-, cette équation de- 
viendra : ' 

■ : Fr*') . •;.> 

* • * 1 * * 

OU 

■ : ’■ r . 

1 - . 

On peut retenir facilement cette équation ej^ remarquant que, si l’on n’avait 
qu’un système de rotation,, on aurait, en négligeant toujours le frottement des 
coussinets, 

•*- . *-*-*. * .• 

Pour avoir égard au second système, on affectera le moment de la résistaucè 
appliquée h ce second système, du coefficient et l’on ajoutera en même 
temps, au moment d’inertie À- du premier système, le moment d’inertie k' Au 
second, multiplié par le carré du rapport—, 

Quand le plan tangent au point de contact passe par les axes des deux sys- 
tèmes, comme cela arrive ordinairement dans les engrenages , eu appelant r et 
r’ les rayons qui vont des centres des systèmes au point de contact, on a <y = r 
; et la formule précédente devient . 

’* * /. P m ' 


i 


t - 

V Si . 
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ou bien 


dt 


pp-py. 7 , 

*+*•£ 


Dans ce cas, « et t étant nuis, ou du moins très-petits, le frottement a très- 
peu d'influence dans les équations (A) et (B) ci-dessus ; et l’on peut écrire : 


= P P~Q r « *^=-P>'+Qr'. 


rfo, 


fin mettant dans la première de ces équations la râleur de , on trouve : 


k Pp'r + If T pr r* V r ,+ r' 

Q= v+r/ = ~~r:i — • 


Pour simplifier celte valeur, désignons par P, et P’, les valeurs de~e l^- j 

c’est-à-dire les forces P et P' rapportées au point de contact, et dans la direction 
d'une perpendiculaire au plan passa ut par les axes; on aura alors . 

• - -»• 

. i p 

Ip + - P * 

P • T r” ' 


Q=^r~T- 

^ + ^ 


/ » 


Le» coefiicieiit» p et — peuvent être remplacés par des poids 11 et Fl’ qui, pla- 
cés au contact, auraient les mêmes moments d’inertie par rapport aux axes res- 
pectifs que chacun des systèmes considérés; car on aurait alors, par exemple, 

nr’ = <-, d’où p =fl Ainsi tlonc, on pourra écrire 

TiP.'+n'P. 


nq-if 


(Z) 


Cette équation pourrait s'étendre sans diliiculté au cas où, au lieu d’avoir deux % 
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systèmes de rotation , on en aurait un plus grand nombre. Alors on trouverait 
que le poids [1 devrait représenter relui qui , placé aux points de contact et lié 
k l’une des dents qui le louchent et preuanl ainsi sa vitesse, aurait la même 
foire vive que l'ensemble des systèmes de rotation qui se trouvent du côté au- 
quel répond celte dent. Le poids n' aurait une signification toute analogue pour 
les systèmes complémentaires répondant il l’autre dent et k l’autre côté du 
contact. 

I» formule précédente qui donne la pression Q peut doue fournir, en général, 
le théorème suivant : 

Dans un ensemble de systèmes de rotation se conduisant les uns les au- 
tres par des engrenages , si ton calcule pour chaque côté du contact dans 
ï ordre de la transmission du mouvement : i" la force qui, appliquée en ce 
point, peut remplacer toutes les autres ; a" le poids qui, en prenant la vi- 
tesse de la dent , aurait la même force vive que tous les systèmes de rotation 
de ce même côté ; en multipliant chaque force par le poids qui répond au 
coté opposé et divisant la somme des produits par la somme de ces poids , 
on aura la pression exercee pendant le mouvement entre les deux ' dents. 

On peut remarquer que, dans le cas où les forces P et P' seraient en rela- 
tion telle quelles ne pussent par elles-mêmes ni produire le mouvement, ui al- 
térer le mouvement existant , en d’autres termes, si ces forces se faisaient équi- 
libre, les forces fictives P et P' seraient égales. On aurait donc 

a 

Q = P,= P, 

ainsi qu on le sait pour ce cas. 

Les moments d’inertie disparaissent alors comme facteurs communs , ainsi 
qu’on devait s’y attendre, puisque la solution de la question ne dépend plus que 
de considérations statiques. 

On tire de la formule précédente (Z) une conséquence importante , sur la- 
quelle il est essentiel d’arrêter son atlentiou. 

Dans beaucoup d’applications, l’action d’une des forces, de P' par exemple, 
est intermittente, c’est-è-dire que cette force varie beaucoup d’intensité dans un 
même tour du système. C’est ce qui arrive , notamment , quand on a des mar- 
teaux ou des pilons ii faire mouvoir; dans ce cas la force P' n’existe que par in- 
tervalles : elle devient nulle à certains instants, pour reparaître ensuite avec une . 
assez grande intensité. Or, on voit par l’ équation précédente que la pression Q 


<4 
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au contact, qui change de valeur en même tempe que P,', variera cependant 
d’autant moins que P,' aura un plus petit coefficient par rapport à celui de P,. 
Ainsi l’influence de l’une des forces P/ sur la pression Q est diminuée par la gran- 
deur du coefficient JI' relatif au système où elle est appliquée. 

Ainsi lorsque l’on veut ménager les dents d’un engrenage qui transmet le 
mouvement à un marteau dé forge, il faut que le système de rotation qui est in- 
terposé entre les dents et le marteau , ail le plus grand moment d’inertie pos- 
sible, ce moment étant rapporté au point de contact des dents. 

Lorsqu'il s’agit d'évaluer les frottements à l’aide de la pression Q au contact, 
il suffit de calculer ainsi d’abord la pression Q par les formules précédentes , où 
l’on néglige les frottements ; on se sert ensuite de la valeur de Q obtenue de 
eelte manière , pour calculer ces frottements. On conçoit que l'erreur commise 
est très-petite. 

Frottement des engrenages. 

6a. Pour comprendre tous les cas dans une même formule, nous suppose- 
rons que les plans des deux roues fassent entre eux un certain angle 3, et qu’il 
s'agisse ainsi de l’engrenage appelé conique. 

Nous désignerons toujours par Q la pression normale à l’élément de contact; 
elle sera sensiblement perpendiculaire au plan des axes, et est supposée agir à 
une distance r de l’un de ces axes et à une distance r' de l’autre. 

Soient 9 et 9' les angles très-petits dont les deux systèmes ont tourné à un. 
institut quelconque de la durée du contact de deux dents, depuis l’instant ouïe 
pnirU de contact a passé dans le plan des axes. 

Les composantes normales des vitesses des points en contact devant être égales, 
par la condition du contact même, la vitesse de glissement, ou la vitesse rela- 
tive , ne dépendra que des composantes tangentiellesdes vitesses réelles. On sait 
de plus que si l’on a deux vitesses simultanées e, v', représentées par les droites 
AB,AC(fig. la), la vjtessc résultante sera représentée par AD, troisième côté 
du triangle ABD, formé en mettant les deux vitesses bout à bout, chacune dans 
sa direction propre; mais que s’il s’agit de la vitesse relative , c’est-à-dire de la 
résultante de l’une des deux vitesses AB , et de l’autre prise en sens contraire 
BE = AC, ce sera le troisième côté du triangle ABE, ou ce qui revient au 
.même, le troisième côté BC du triangle ABC, formé par les deux vitesses don-' 
nées AB et AC partant d'un même point. 
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Ceb posé, les vitesses absolues au contact, à un instant quelconque, sont 


dt 

dt 


, lit.' 

Ct r — . 

dt 


Si on les projette sur le plan tangent , qui diffère très peu du plan des aies de 
rotation , on aura 


dt 


dt' 


ou , è très-peu près 


r liî Rin4 ’ et r TT sin 8* 


’*<to 


dt 

V» . y 

rt'i/V 


Ct 


rfr 


-Si-. 


• . 


I/angle de ces composantes tangenlielles sera d'a, Heure celui des roue., 
c'est-à-dire 3. La vitesse de glissement qui est le troisième côté du triante 
construit sur ces deux composantes , sera donc 


~ VdVd*' + W _ irrWdSdV.'ot l ; 

mai> les vitesses absolues different très-peu des vitesses normales, puisque le 
plan de contact diflère très-peu du plan des axes; et les vitesses normales de- 
vant être égales pour qu’il y ait contact, il en sera à très-peu près de même des 
vitesses réelles, et l’on pourra écrire : 

t • * '■ ^ - ^ , 

df . • 

i* — sr r — — • , 

dt dt' • V. 


en conséquence, l'expression ci-dessus deviendra 


rdi / — 

— V/»’ + co» L 


• . * - ■* . ‘ 

Si n et tt sont les nombres de dents des deux roues 


— 


,$• v, ■ doù 4— 

. «- fcj* *. ... n' - • 


“1 
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Lu vitesse de glissement devient donc 


’n. 0/ft \ I _ 

~dT V «• — 


*2ais f 


L’élément de travail dû au frottement s'obtiendra en multipliant cette vitesse 
par fQdt, / étant toujours le rapportdu frottement à la pression Q Cet élément 
de travail sera donc 


'VT 


■J cos t 


iX^rnQd' 


La pression Q pouvant être considérée comme constante pendant la durée du 
contact des deux dents, on intégrera l’expression précédente doits celte hypo- 
thèse. Ainsi le travail perdu par le frottement qui s’exerce entre deux dents . 
depuis l’instant où le contact avait lieu dans le plan des axes, jusqu'à celui où 
le premier système a décrit l’angle 9, , aura pour valeur - 




VI 


+ -S-- 


Seosl 


Le travail de la pression normale Q pendant le même temps est Qr9, ; si on 
le désigne par T, l'expression du travail dû au frottement deviendra 


jMT 


V? 


2 COS t 


mi 


. Mais si, à l’instant où le contact cesse entre deux dents , il y en a deux autres 
pour lesquelles il commence, dans le plan des axes, comme cela a eu lieu 
pour les deux dents précédentes , on a «9, = a*; ainsi le travail du frottement 
prend la forme 


*/T 


VI 


+■ 


i cos t 


nri 


La même expression s'appliquant à toutes les dents successives, il suffit pour 
avoir le travail du frottement pour une durée quelconque du mouvement, de 
regarder T comme représentant le travail de la pression Q pour cette même 
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Jurée. Ce travail T différant peu de celui qui est transmis h la roue, on peut 
prendre l’un pour l’autre; ce qui revient » négliger le Frottement des touril- 
lons ou coussinets. 

Il peut arriver que le contact des dents commence au-dessous du plan de.-, 
deux axes. Si l’on admet alors que, pour ce genre de glissement le coefficient f 
reste le même, et si l’on désigne par S, l'angle décrit par le méridien qui passe 
au point de contact , depuis le commencement du contact jusqu’il l’instant où Je 
point de tangence vient se placer dans le plan des axes , on aura pour le travail 
du frottement dû au contact des deux dents considérées, 






■ i o' v / * i 1 rtm ' 9 " • 

' + •' V n’ I»” nn' ' ; v .** r ' ‘ •* ’ 


Posons pour simplifier 6.= *4. , nous aurons 

-- >v-.kn«£t aak «es 

cuSi sa ■mi » «t-i 


* 1 V» -i • *ts-< 

wééqsoo as 




j<ip 

•»* s 


n«, (t + .' = 2r , 

T = Qrt. {!+«), 
ï+i} = V't+a’}, ^ ^ 

nQ/V(t 4- '•T = 2*T. ' V fl* -* •’**»» 


a». 


et par suite 

En se servant de ces relations, le travail du frottement peut s'écrire 

fr. T (! + «’; » /t I 2eo^? , > 

V n* *” «f .nul ' ’ \ 

Celte expression devient un minimum pour a=» i , ou 6,= 6, , c’est-à-dire 
quand le contact commence et finit & des distances angulaires égales au-dessous 
et au-dessus du plan des axes. Elle se réduit alors à la moitié de ce quelle est 
quand le contact se fait entièrement d’un même côté du plan des axes. 

Quand les roues sont dans un même plan, mais qu’elles sont extérieures 
l’une à l’autre, comme cela arrive le plus souvent , on a Jc=5t8o*et cos3=— 
L’expressiou ci-dessus se réduit alors, dnns le cas du maximum, c’est-à-dire 

t*"'; ’ . * • \ . • - • ■ 

pour a = o, ou pour * es a o , a ' • 7 

T ([ , jy 
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cette expression de la peite de travail due au frottement des engrenages est 
celle dont on fuit usage le plus fréquemment (*). . 

Lorsque l'une des roues est intérieure à l’autre, on a 3=o et cos à = i, 
l’expression du travail perdu devient alors 


./VT 


C-i> 


On voit que sa valeur est bien moindre que si les engrenages étaient ex- 
térieurs, . 

11 est bon de remarquer que, lorsque les engrenages sont neufs, bien que 
les choses soient disposées pour que plusieurs couples de dents touchent à la 
fois, il arrive toujours qu'il n'y en a réellement qu'un en contact. Dans ce cas, 
les nombres désignés par n et n' dans les formules ne sont plus les nombres de 
dents que portent les roues , mais seulement les nombres de dents qui touchent 
pendant un tour. Si , par exemple, les contacts n'ont lieu que de deux en deux 
dents, les pertes par le frottement sont doubles , puisqu’elles sont en raison in- 
verse des nombres n etn'; et cet état de choses dure jusqu’à ce que le frottement 
ayant usé les dents qui se touchent, les autres finissent par s’atteindre, et agir à 
leur tour l’une sur l’autre. Ainsi, ce n’est pas seulement parce que les surfaces se 
polissent que les engrenages donnent moins de pertes par les frottements quand 
iis ont servi quçlque temps, mais parce que toutes les dents arrivent alors régu- 
lièartnent au contact, chacune à son tour. > ■ . 

y . • , 

» - » * t 

Calcul du frottement , pour le plan incliné et le coin. 

, » • • 

I _ , 

6J. Soit un coin, ou un système quelconque, placé sur un plan incliné, et. 
sollicité à descendre par un poids P (üg. t3), tandis qu’une force horizontale K 
tend à le faire monter. Si l’on appelle N la composante normale de la somme 
des résistances que le plan exerce sur le coin, et /"le rapport du frottement à 
la pression , fN sera l’expression du frottement. Pour l’équilibre.on devra avoir, 


(*) Cette formate est due » M, Poncelet. 
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entre les composantes verticales des diverses forces , la relation : 
P-f/N sina— N cosa=0,. 

et , entre les composantes horizontales, la relation : 

R —/N eo» « - N sin a =0, 
d'où l'on tire, eu éliminant N, 


, R _ Pîrina-t/cosa) ^ P (tain a +/) 

COS 3— /lin a 1— /tanga 

Si la force R est simplement destinée à soutenir le coin , la composante /Ti 
change de signe, et on trouve : 

P(t»nga— /) . 

t -h/ - tanga ’ , . - 

En posant /‘=tang ? , les deux formules pourront s'écrire : 

’ . • R = Ptang («± 

le signe supérieur se rapportant au cas où la force R est mouvante , et le signe 
inférieur au cas où elle est résistante. 

Si l’on désigne par R’ la valeur de R relative à ce second cas, et que l'on cou- 
tinue ht écrire R dans le premier, ou aura entre les forces R et R' nécessaires l’une 
pour faire monter le coin, et l’autre pour l’empécher seulement de descendra 
da relation * 

laug {a-j-fi 

*' * / ** ■ ■ • 

lorsque a est moindre que 9, la valeur de R' est négative, ce qui signifie que 
dans ce cas il ftut exercer un effort sur le coiu pour l’obliger à descendre. 

Soit (fig. 1 4 ) l'angle BAD=^ , et soient DACs=DAC'=«. Si Ion mène la 
droite MN perpendiculaire i AB, les longueurs MN et MN' seront entre elles 
comme les forces R et R'. 

Si le éoin reçoit faction d’un corps supérieur qui n’avance pas avec lui, 
comme serait un corps à comprimer, il y aura frottement sur la face supérieure 
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AB(üg. i5), du coin. Appelons P l’effort que le corps à comprimer exerce 
normalement à la face AB; / 7 P sera le frottement sur cette face; conservant 
les notations précédentes, on trouvera, en opérant comme ci-dessus 

' ]t P [»in a / !/■+/ ) ç.,w « — {f sin a] ^ P H t —ff) tanf s /// /n 

•• cosst— /'sina 1— /tanga * - • ' ’ 

Cette formule s’applique au cas où la force R est parallèle à l’une quelconque 
des deux faces du coin. On en lire pour la pression P produite sur le corps à com- 
primer par l’action d’une force R parallèle à la face AB , 

R (t— /lang a) 


(l-^ntanga////'' 


S’il s'agissait seulement de maintenir le coin dans sa position , le signe du 
frottement changerait, et on aurait : 


R’= 


P [(t-jTnang «-/—/’] 

1 //tanga 


Cette force sera négative quand on aura a < l'angle citant celui dont 

la tangente est f\ C’est-k-dire qu’il faudra appliquer cette force en sens 
contraire de la direction primitive pour pouvoir retirer le coin. 

Entre les forces R et R’, on aura la relation ; 


R = R 


1— /tanga H—JT ') Uag«— /-/' 

I //tanga tanga////’' 


Supposons maintenant que la force R divise en deux parties égales l’angle' 
formé par les faces du coin. Soit a(3 cet angle, et-P la pression normale exercée 
sur chacune des deux faces; on trouvera facilement : ‘ _ .• 

R = 2P!sinp//cos?), 

ce qui donne pour la pression P exercée par chaque face du coin sur les obsta- 
cles extérieurs, en vertu de l’action d’une force R dirigée suivant la bissectrice 
de l’angle des faces , 

p=.î. — ? — . 

S s*o8//co»> 
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Si l’on ne veut que maintenir le coin , la force R' nécessaire s’obtiendra encore 
en changeant le signe de f, ce qui donnera : 

. R'=2P (sinji— /cos?). » 

Cette force sera négative pour(3<ç; c’est-è-dîre qu’alors la force nécessaire 
pour retirer le coin aura pour expression : 

— 2P(sin? — /co»&. 

• " 

i * . ' * « 

Entre les forces R et R’, ou aura la relation : . 

• • • . . R==R rin ?—/«»? R lang? •-/ ' • . 

sin?+/cos? tang8-f/' 

• * ' * ‘ * ' 

Ces calculs s’appliquent à l'embrayage par frottement. 11 consiste en un Cône 
plein qui entre dans un cône vide comme un robinet ordinaire; le cône plein 
glisse sur un axe, et est amené contre le cône vide au moyen d’un levier. Soit 
Il le poids du cône plein, (3 l’angle générateur du cône, R l'effort exercé à l’aide 
du levier sur la tête du cône plein;/ 1 le cocilicient du froltemeut du cône plein 
sur son axe ; f le coefficient du frottement des deux cônes. La force réellement 
appliquée à la tête du cône sera ; 

K-fa. 

La somme des pressions normales exercées par le cône plein sur le cône vide 
(laquelle somme joue ici le même rôle que aP dans la théorie précédente), aura 
pour expression , d’après ce qu’on a vu , 

R— rn 

. ‘ ' . sin?-h/ cos? " . 

Ainsi le frottement des deux cônes sera exprimé par 

/(R— /*ii) . • 

... ' \ *in?+/cas?’ 

Si l’angle (3 est très-petit, cette valeur se réduit sensiblement à 


Ul — 


Dtiignous par P la somme des pressions normales; nous aurons, comme on 
vient de le dire , _ 

R —/Ml , 


do 


p = 

•ht ?+/«>*? ’ 

R = f n + P (sin p -f/co» ?j . 


Si l’on veut avoir la force R' nécessaire pour retirer le cône pleiu , il faudra dans 
jeette formule changer à la fois les signes de R, de f et de f, ce qui donnera : 

R'=,Tn + P (/cos?— sin?), 


et par conséquent, en éliminant P, 


R^/n + fR-yn;.. 


— H U 3 


Dans les cas ordinaires , on embraye pendant le mouvement; et, comme la 
vitesse de rotation est beaucoup plus grande que celle avec laquelle le cône plein 
se rapproche du cône vide, il en résulte que le frottement des deux cônes 
s’exerce dans un plan presque perpendiculaire 1 la direction de la force R— 
il ne vient donc plus au secours de la composante P sin (i de la pression nor- 
male; on peut alors négliger le terme / cos au dénominateur de P, ce qui 
donne sensiblement . 

- , v . ; . .MO 8 

et . . . 

v . . . . ’ 

■ siop 

On donne ordinairement à sin (î une valeur d'au moias — ; si pour avoir une 

idée du frottement qui lie les deux systèmes et donne la force de l'embrayage, 
on prend pour des circonstances ordinaires_/"=o, a8f, on trouve pour le frot- 
tement : ; .. - ‘ 

/P = S,60(R-/“n). 

A 

Pour retirer l’embrayage, le frottement agira dans le sens longitudinal , on 
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aura donc, comme plus haut : 

w» . 4 

R' =f n-j-P (/coa?— vin.8; , 
R— / y n 

ou, en mettant pour P sa valeur actuelle — r 1 —— , 


> 

Vis' à filet triangulaire. 


64. Le frottement , dans la vis k ûlet triangulaire , pourrait se calculer par 
approiimation k l’aide d’une certaine analogie avec le coin enfoncé entre deux 
plans inclinés; mais il sera plus rigoureux de reprendre les calctds. 

Nous réduirons toujours la surface du filet à une sente hélice moyenne. I,e 
système de la vis, dont nous supposerons, pour fixer les idées, l'axe vertical, sera 
soumis aux forces suivantes : 1 ° Un couple de forces R agissant horizontalement 
aux deux extrémités du levier qui la fait tourner pour l’élever;' 2 ° une force P 
agissant verticalement de haut en bas sur la tête de la vis, et foimant la résis- 
tance; 3“ les pressions que l'écrou exerce sur la vis dans la direction des normales 
k la surface des filets, et les frottements le long de cçtte surface dans les directions 
des tangentes k l'hélice moyenne. 

Nous désignerons par Q la somme des pressions normales sur le filet? de la 
vis; fQ sera la somme îles frottements langentiels. On va voir que c'est en effét 
la somme de ces forces qu’il faut considérer ici , bien qu’elles soient exercées 
dans des directions différentes, parce quelles font toutes les mêmes angles avec 
l’axe sur lequel on doit les projeter, ou, en d’autres termes, suivant lequel on 
doit en prendre les composantes. 

Désignons par a l'angle d’inclinaison de l’héliec par rapport au plan horizon- 
tal , et par (3 l’angle que la génératrice inclinée de la surface de la vis fait aussi 
avec le plan horizontal. 

La pression sur le filet de la vis agira dans la direction de la normale, c’est- 
k-dire dans la direction d’une droite perpendiculaire k la fois à l’hélice et k la 
génératrice. Pour avoir l’angle qu’elle fait avec l’axe vertical de la vis, nous la 
rapporterons k trois axes rectangulaires, dont l’un , l’axe des z , sera l’axe même 

19 N 


Digitized by Google 


— 1 16 — 


de la vis, l'axe des x passant par le point de -la surface du filet où passe la nor- 
male considérée. Les cosinus des angles que la génératrice du filet fait avec les 
axes coordonnés seront alors : 

v • ‘ < 

avec l'aie dru x, cos 3 , nous le désignerons par a 
X, 0 b 

>, mi» p e. 

• Les cosinus desangles que fait avec les mêmes axes la tangente à l'hélice pour 
ce point situé dans le plan des sr , seront 

m avec l'aie des x , - 0 ou a 

y, com b' 

v a, si» a e'. 

D'après les règles connues de l'analyse appliquée à la géométrie, si une 
droite est perpendiculaire à deux autres faisant avec les axes des angles dont les 
cosinus sont a , b, c et a', b', c'; elle fera avec les mêmes axes des angles dont 
les cosinus seront 


avec l'aie île» x , 


y 


bc' — cb' 


V{aU - ba')' + {cd — ad)' + {bd — cb )' ’ 
ca’ — ad 


1/ {al/ — ba')' -f- ( ca ' — ad)' + {bd — cb')' ' 

• ali — bd 

1/ ( abl — ba.)' -f- {ca! — ad)’ + {bd — cV)’‘ 

Ainsi dans le problème qui nous occupe, la normale fera avec l'axe des ^ un 
angle qui aara pour cosinus 

cos 3 sin « .... cos S tang « 

- ou bien - - 

V^ eos’a + cos'Psin' * W I tang' « cos’ P 

7 - ‘ * ' . ' . * * 

et avec l'axe des z un angle qui aura pour cosinus 

cos p 

1/ 1 -f- taog’ » cos* p 

Le frottement sur le filet agissant dans la direction de la tangente à l'hélice 
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fera avec l'axe de la vis, ou Taxe des 2 , un angle dont le cosinus sera sio «. 

Pour l'équilibre de toutes les forces appliquées à la vis, il faudra , entre 
autres conditions, que la somme des composantes dans le sens vertical soit 
nulle , ce qui donnera 

Qcosp 


P=- 


l/t-f tang’acos*? 


— /Q sin a. 


(«) 


Prenons maintenant les moments par rapport à Taxe des 2 . Pour cela, 
rappelons que si x , y, z sont les coordonnées d’un point où est appliquée une 
force F, qui fait avec les axes les angles X, p, v , le moment de cette force par 
rapport à l’axe des z est 

" - F (xcosf*— ^ cosi). 


Pour la pression normale Q on a 
* . cos p = 


cos ? tanga 


1/ 1 4-Ung*aCOs‘? 


Le point où la force Q est appliquée, étant pris sur Taxe des x 4 la distance 
rdel’origine, on a _/ = o et x?=zr\ ainsi le moment de Q devient 

Qr cos ? lang a . 


V' 1 -f- tang’acos’ jt 


Si l’on admet que la force R qui agit k chaque extrémité du levier, soit aussi à 
la distance r de l’axe, l’équation des moments, en supprimant le facteur com- 
mun r, sera donc 

cos fi tanga 


2R = Q 


rr-h/Qci»-.. 


1/ 1 4 tang’ * ? 

Eliminant Q entre les relations (i) et (a) , on trouvera 


2R — p CW? ung a +/cos* y/t + tang 1 a cm'? 
cos P — /"sin* l/l + lang'acos*? 


( 4 ) 


( 3 ) 


Telle est 1a relation entre la force P appliquée sur la tête de la vis , et la 
force R appliquée k chaque extrémité du levier qui la fait tourner; cette forceR 
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étant rapportée à la distance de l'axe ou se trouve l’hélice moyenne sur laquelle 
on peut supposer qu’agit le frottement. 

Cette formule redonne celle qui convient fa la vis fa filet carré, c’est-à-dire 
celle du coin sur un plan ^incliné (63), quand on y fait ,*3 = o ; car Ou a alors 


2R = P 


unga-f/ - 
1 — ytang » ' 


Si le frottement était uul , l'angle (3 cesserait d’avoir de l’ioiluence sur la 
•force R , car en faisant f =: o dans la formule générale, on trouve 

‘ * • f 

•2 El = P tanga. 

Si l’angle (3 devient très-grand, la force K devient très - considérable , en 
raison de ce que le dénominateur est très-petit; et les valeurs de (3, a et f 
peuvent être telles que R devienne in^nié , c’èst-à-dire qu’d soit impossible de 
faire mouvoir la vis, quelque considérable que soit la force mouvante R. 

Si , au lieu de vouloir vaincre la résistance P en faisant tourner la vis fa l'aide 
des forces R , on fait agir ces forces R en çens contraire pour faire descendre la 
vis dans le sens de l’action de la force P; alors R et P seront des forces mou- 
vantes , et le frottement sera la seule force résistante. On devra , dans les for- 
mules précédentes, changer le signe de / et de R ; et l'on aura, en changeant 
ensuite les signes des deux membres. 


iR — P f co *’ Y 1 +»ng'»cns§ — cospung s 
cos p -f-/ sin » J/l -f tang'ïcos' 3 

Si l’angle 0 est très-petit , on peut prendre cos (3= i , et 


ce qui donue 


I l -f- lang' 

•2R=P. 


j eus 3 — - — 
eus » 

/— »iangi 

1 -f./ lang * ’ 



formule connue pour la visa filets carré?. 

Si, -au contraire, l’angle j3 est très-grand , cos (3 devient très-petit, et si l'on 
peut négliger cos(3 tanga devant /oosa , on obtient 


*4 
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2R=P 


/ COS a 


cosP +/ sin» 

On voit que dans ce cas, la force R croit avec f. 


Calcul du frottement dans la vis sans fin. 

65. Les points de la vis et de la dent de la roue qui sont en contact décrivent 
des cercles dans des plans perpendiculaires. Les vitesses angulaires doivent être 
telles que les vitesses effectives décomposées suivant la normale commune aux 
surfaces en contact soient égales. La surface du contact est celle du iilet de la 

vis; la normale fait avec l'axe de la vis un angle a dontla tangente est étant 

la hauteur du pas de la vis , et r le rayon qui va de l'axe de la vis aux points eu 
contact. Si u est la vitesse angulaire de rotation de la vis, nu sera la vitesse 
effective du point frottant appartenant à la vis. La vitesse effective du point 
frottant appartenant à la roue sera r'ta\ r' étant le rayon qui va an point de 
contact et ta' la vitese angulaire de la roue. Les composantes suivant la normale 
à la surface du filet devant être égales, on aura : 

ru sina = >Vc0S9. 


La vitesse de glissement doit être la résultante des vitesses & angle droit /ta et 
/'si', ainsi elle sera : 

rwj/l+tang’n • 

ou ' i ‘ * •».-. ; 

: ' - t ru 

COSd 

Si P est la pression normale, le frottement sera JP. Si R est la force appliquée 
b la vis et rapportée au milieu de la largeur du filet, on aura la relation connue 


d’où 


R = Psin«+/Pcos«, 

p — ^ 

sin» J-f cos* 


V, • 


» * 

.TF. 
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Le travail perdu en frottement sera l’intégrale 

• Ç fVrvdt 

• J cos« ’ 

ou 

/Krwrft 


/srr 


(sina-t-fcus*) 


Si T est le travail transmis à la vis dans un certain temps, on aura : 

< 

T= /RrW/; 

ainsi en désignant par T, le travail perdu en frottement, on aura : 


T 


.rr 


-sin2«-j-/ co*’* 


On voit que la perte deviendra sensiblement égale à T, si l'angle a devient 
très-petit; ainsi la roue ne recevra qu’un travail insensible, et tout ce qui est 
communiqué à la vis sera perdu par le frottement. 

Cette formule suppose qu’on admette que le point de coutacl est situé de 
manière que lu vitesse de la roue soit sensiblement parallèle à l'axe de la vis; si 
elle lui était un peu inclinée, il y aurait un terme de plus pour la vitesse de 
glissement dans le sens du rayon de la roue, composante que nous avons négligée 
dans les calculs ci-dessus. 

Supposons maintenant que l'on ne néglige pas l'angle que la vitesse du point 
frottant appartenant à la roue fait avec l'axe de la vis; soit S' cet angle et r le 
rayon qui vu au point de contact, 8 l'angle qui a été décrit en môme temps 
par la vis et r le rayon de la vis qui va au point de contact; il faudra que les 
vitesses normales è la surface de la vis soient égales; ainsi on devra avoir : 


dt.rtia*=rM. cosli . cos a. 


(A) 


Or, la vitesse de glissement est 


■fï 


ou bien 


- V. 


V/VdV-tvdtr, 


rdh 


V 


14-iang >*. 


cos’O’’ 
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Oo peut remplacer — ^ par i •+- 9'*, et alors on a : 

* COS 0 


rdt l/l-f tang'a-f 9” lang’i; 
» 

1+ Ung’a>. 109” lang’s; 


usant ici de la transformation de M, Poncelet qui donne l/ i +x’=i •+• — , à 

■’! , 20 

un i538* près, on aura : 

ntt. |V I + tang’a -f •'••“g» 


20 l/l -(- tang 




ou, laissant en général fi pour la fraction — . 


ntt 


-fl -f- P** »ia>). 


Or, on a en intégrant l’équation (A) , 

- rw"i _ • ' 

rSsim a= r'sin 9co*a oa rfttaogi = r'9'. 


d’où 


U rO . 

9'=* -tanga; 


V.. 


substituant dans la vitesse de glissement , on aura 

^ tan*’*. 

En intégrant le travail élémentaire , on trouve d’après cela 

• • . • /m . , -t r’9* 

(slna+/cw*) 'rea« + 1 (sin a -f/oosa) ' 57” I *°” 

7 =f. et 6 = -, , 

r - a . 

2Vxj a , 

n étant le nombre des dents. On obtient donc enfin pour le travail perdu : 

jp„ rsténtà+ilh v * S " 

s* | n - ■ tita fr 

ros » (sfcn j -f-/co»«) ' p shi « -f-/eoa a ® D * «' 

' 
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De la roideur des cordes. 

• 

66. On a reconnu qu'il fallait dépenser un certain travail pour plier une 
corde , et que celui qui est nécessaire pour la déplier est insensible. 

Pour plier un mètre de longueur de corde, dont le diamètre est d, sur une 
poulie dont le rayon est R, il faut dépenser un travail proportionnel à 

. » tJ. 1 

£(a + H»), • 

R ' < . 

P étant la force de traction de la corde du côté où elle s’enroule; cela revient 
à dire quelle doit être tirée avec une force qui , indépendamment des autres 
circonstances, peut se représenter par 

' ’ P +{> + **). 

pourvu qu’on détermine convenablement par des expériences les coefficients 
numériques a et b. La formule ci-dessus a été vérifiée jusqu’à des tensions 
de 5oo kilog. 

L’exposant p va à i,8o pour des cordes un peu neuves et s’abaisse à i ,4« 
pour les vieilles cordes. On peut le prendre de i ,70. Pour une corde de o“,oa 
de diamètre, on a : 

«rf>*=0,lltî et 0,00487, 

Pour une corde goudronnée, de 3o fils de caret et de o",oa3 de diamètre, 
on a 

ad* = 0,1748, btb* = 0,00627. 

Pour les cordes goudronnées , au lieu d'avoir égard au diamètre, ou calcule 
les coefficients ad ", bde d’après ces derniers nombres, et dans la proportion 
du nombre de fils de caret. 

I) faut un repos de S à 6 minutes pour que la corde reproduise la même lé- 
• sjstance pour se replier et pour qu’elle n’en prenne pas davantage pour se plier 
eu sens contraire comme cela arrive souvent. 
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Si l’on a une poulie doni le rayon soit R, et qu’elle porte ries tourillons dont 
les rayons soient r, que le coefficient du frottement des matières des tourillons 

sur les crapaudines ou la cliappe soit représenté par f, que P soit la force mou- 
vante appliquée à la corde et P, la force résistante, on aura : 


PR = P,R+(P+P,) 


y> 


\ZÜT‘ 


+ (a+bP,)J'‘, 


ou , en appelant /' le quotient de f par V 1 4- y*, et tirant la valeur de P, 


P.= 




Ainsi , si T est le travail moteur reçu par un côté de la corde dont chaque 
point descend d’une hauteur h , le travail résistant exercé de l’autre côté sera : 




•■**+ T 


On perdra d autant moins qu'on agira avec une* plus grande force P. 

Une corde ne doit pas être chargée de plus de 40 kilog. par fil de caret , ou 
environ 3 , 000 ,000 d‘ kilog. , d étant son diamètre exprimé en mètres; ou eo 
exprimant d en centimètres, 3 oo d' kilog. 

Si l’on fait pour abréger 


% -ï\ 


r (t 


= « et 


af_ 

R 




■?. 


P. = »P — P- 

Si I on avait une suite de poulies semblables, on trouverait 


30 


r 


' X 
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et par suite 


P. = «P,-P, 

P, == aP. - P, 
etc. , 

*-"-p(r=0. 


Ainsi le travail transmis pourra finir par devenir nul; cela aurait lieu si l’on 
avait a’P ( f — a) = (3 fl — a") ; d'où 


- 


, l«fç« 

Si l’oç prend, par eiemple, une poulie pour laquelle on ait R — 0,10, 
r=îo,oo7, d = o,oa , /"= o, 1 5 , et par suite y’=o,i 4 , on aura J» peu près 


et par suite 
Ainsi 


ad" bd" 

— = 1 , 112 , -^= 0 , 0 » 8 , 


■ = 0,93, . p = 1,03. 

P, 0,93 P — 1 k ,06. 


Avec 8 poulies o» aurait 


P, = 0,595 P — 6 k ,54. 


Si la corde, toujours non goudronnée, eût eu o,o4 de diamètre, les touril- 

4 • 

Ions de la poulie o,oi , et la poulie o,i5 les valeurs de — et b — eussent été 
.» R R 

les précédentes multipliées par a' x — ou à très-peu près par a, 32. Ainsi on 


.aurait eu 


ad * 


bd" 


-g- =2,580. — = 0,111 , 


f' ^ = 0.0093 . 
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iTou ... 

par sujte 

Avec 8 poulies on aurait 


v.. 


> ' 


= 0,88 et P *= 2,30 , 

P, = 0.88P— 2 k ,30. 

P, =* 0.57P — 8 l ,23. 

Dans le cas des moufle* , on aurait pour lu résistance une force qui, au lieu 

% • „■ > 

d’être nP, serait 

Q = P, + P,+ P.....4-P»i 

v- 

eii mettant la valeur de P,, P., etc., on trouve > • , < 


P« 


1 — * 


_±_ O-»*) 


ou bien encore 


I t — t-« ’ 


i— « t— « L (i — *) J 

Ainsi pour une moufle de 8 poulies semblables à celles du premier 
exemple ci-dessus , on aurait f 

y = 5,80P— 35 k ,57 - au lieu de ' Q = 8P. •' 

Dans le deuxième exemple , on aurait 

Q= 3,t5P— 9^,97 au lieu de Q = 8P. 


Si l’on se sert d’une corde pour communiquer le mouvement d’un arbre à un 
autre, il faudra que la tension du eôté le moins tendu, soit lei^uart de la force 
qui est donnée par le travail ii transmettre ; il en résulte qu’en désignant par R 1 
et R" les rayons des deux roues, par u' et <o" leurs vitesses angulaires, et par T 
le travail reçu par le premier arbre, la perte de travail résultant des dçpx 
ploiements de la corde sera 


rd> / bbT \ rf“ / 6T \ 1 


Si Tou veut comparer la perte totale due à. la roideur de la corde et aux frotte- 
ments sur les axes, à celle qui aurait lieu avec un engrenage pour transmettre 


* 

\ 




|t 


Oigjtizi 
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le mouvement entre des arbres horizontaux dans le m6me plan , on devt;a 
ajouter à l’expression ci-dessus , celle qui exprime la perte par les frottements 
sur les deux axes ; et comparer la somme h l'expression qui exprime la perte 
analogue pour l’engrenage. - 

Or, on aura d’abord pour les frottements dans le cas de l’emploi de la corde, 
en supposant que les tourillous des deux arbres soient entièrement semblables , 
et d’un rayon p , et en représentant par et tt", les poids des deux arbres 


tf 


V\ +/• 




if 



*"+ 


TR” V / 3 T Y 
^H’R'V - R' ) 


en représentant par R le rayon du point où agit la force mouvante du premier 
arbre , et par R"' celui où agit la force résistante du second arbre. 

Dans le cas de l’engrenage , on a 






Dans le cas où les cordes sont verticales, et où les roues sont l’une au-dessus 
de l’autre, on aura pour la perle due aux frottements sur les quatre tourillons , 
supposés toujours placés symétriquement par rapport au point où sont les roues 
de communication du mouvement 
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Du frottement de-roulement. 

• / 

67. Lorsque les matières dont sont formés les corps solides eu contact ne sont 
pas d’une très-grande dureté, il se produit dans le roulement une perte de 
travail qui est due à la compression au point de contact. Il y a des circonstances 
où l'on ne peut négliger ce frottement. 

Concevons qu’un cylindre A (6g. 16) roule sur un plan horizontal en appuyant 
sur ce plan avec un effort assez considérable pour le comprimer un peu. Il résul- 
tera du petit enfoncement produit sur le plan en B, qu'il faudra que le moteur 
dépense un certain travail pour opérer la compression successivement eu tous 
les points du plan où passe le cylindre. Supposons que l'effort de ce moteur soit 
une traction horizontale appliquée au centre du cylindre. Ce dernier, pendant 
son mouvement, pourra être considéré comme soumis à une force résistante 
agissant de bas en haut, de C en D, un peu en avant du point le plus lias, et 
passant en avant du centre A du cylindre. 

Quand même le plan B serait d'une matière très-élastique, et capable ainsi 
de se relever complètement après le passage du cylindre, ce passage ne donne- 
rait pas moins lieu & une perte de travail; c'est ce que l'expérience prouve, et ce 
dont on peut se rendre compte, en remarquant que la petite force motrice qui 
se produit il l’arrière du cylindre par le relèvement du plan ne pourrait rendre 
un travail moteur égal il celui qui a été consomme è l’avant par la compression, 
qu'autant que les ébranlements produits dans l'intérieur de la masse auraient 
cessé entièrement après le passage , ce qui ne peut arriver , eu égard à la propa- 
gation de ces ébranlements. 

Les frottements de roulement pour les métaux durs, et même pour les bois, 
sont peu de chose. Ils croissent à mesure que le diamètre diminue. On se rend 
facilement raison de cette loi en remarquant que lorsque le cylindre a un dia- 
mètre plus petit, il comprime davantage chaque point où il passe, et qu’il en 
résulte en definitive une plus grande consommation de travail pour une certaine 
longueur parcourue sur le plan. On trouvera dans les traités de mécanique pra- 
tique les principaux résultats de l'expérience, relativement il l’évaluation du frot- 
tement de roulement. 
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Des pertes de travail dans le choc. 

68. La seule question de ce genre que l'on ait à résoudre dans les applica- 
tions, est celle qui se rapporte au choc de deux systèmes de rotatioii , en y com- 
prcnantcomme cas particulier celui où l'un des systèmes n'a qu’un mouvement 
de translation. C’est ainsi, par exemple, qu'on peut avoir à déterminer les pertes 
de travail occasionnées par le choc d'une roue à cames contre un marteau de forge 
ou contre les pilons qu'elle est destinée à faire mouvoir. 

Pour calculer la perle de travail occasionnée par le choc de deux systèmes de 
rotation , il faudra faire l'hypothèse qui donne 5 cette perte la plus grande valeur 
qu'elle puisse acquérir, cette supposition étant sans inconvénient, tandis qu'il n'en 
serait pas de même d’une supposition contraire. Cette hypothèse consiste à regar- 
der les corps comme dénués d'élasticité , c'est-à-dire comme restant juxtaposés 
après le choc. On cherche donc quelle a été la diminution de la force vive à l’in- 
stant où les corps, se touchant par lepointoùs'est faitle choc, se meuvent comme 
deux systèmes redevenus invariables de figure , se conduisent l'ùn l’autre, et ne 
forment ainsi qu'une machine. 

Désignons par : 

■j>. et u les vitesses augulaires avant et après le choc pour le système des cames ; 
u.' et u' les vitesses analogues pour le marteau ; 

R et R' les rayons menés des -axes de rotation au point de contact ;. 

9 et 5' les angles que ces rayons font avec le plan tangent au contact des deux 
% systèmes; 

p et p' les rayons des tourillons des deux Systèmes; 

>. la quantité de mouvement duc & lu pression normale au contact; 

/ et f’ les coefficients du frottement sur les tourillons;- 
/, celui du frottement au contact; 

P et Q les quantités de mouvement qui se produisent sur les tourillons de l’ar- 
bre des cames; ***^£*^1 

P' et Q' les quantités analogues pour l'arbre du marteau; 

■r, y, les coordonnées d'un point quelconque -du système des cames; Taxe des 
x étant parallèle à la tangente au point de choc ; 


% 
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x',ÿ les coordonnées du système du marteau ; 

dm, dm' les éléments de masse de ces deux systèmes ; ' 

K et K' les moments d’inertie des deux systèmes; 

£' et t' les cordonnées du centre de gravité du deuxième système de rotation 
portant le marteau ; 

Il le poids du premier système ; 
n' le poids du deuxième système. 

On aura (5a), pour le système des cames, les trois équations : 


(u — w„) J a<è/i=— l+Q 

— ï y dm = 4 -f,\ ■+ P 

(«•—..J — = lRcos«-f /.iRsinS- 


/ 


Vï+. r 


f V P'+Q’ 


(AJ 


Le terme ^ 7 == |/"P‘-t-Q’ est l’expression du frottement quand la force résul- 
tant de la pression et du (roltement est p^P’-f-Q’; car alors l’angle de cette 
force avec la pression doit être l’angle du frottement dotit la tangente est f, et 
la composante tangentielle de J/P’-j-Q', ou le frottement, est le produit de 
cette expression par le sinus de l’angle dont /est la tangente. 

Pour le deuxième système, on aura comme pour le premier : 


=+l + Q' 

— {»—*'.) [y dm — —f\ + F 

« 4 ) - =— lR'cos«'+/,lR'sin*' 

s v^ï+r 


p'V/P’+Q’ 


(B) 


Ces six équations donneront ; 

1, P, Q, F. O, 

et il restera une équation contenant u> et <■>'. 

A cause de la juxtaposition admise à la fin du choc, les vitesses uormales 
au contact sont égales; ainsi on a de plus 

, uRcosessu'A'cosO'. 

On obtiendra définitivement les vitesses u et ta et l’on aura par là la force vive 
restante après le choc. 
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Si , pour prendre d'abord le cas le plus simple , on suppose : «* que les centres 
de gravité soient sur les axes de rotation ; a* que w'=o, 3“ que l'on néglige les 
frottements , on aura : 

— l+Q=o 
P=0, 

— = IR coi • ~ 

S - , 

0=rP' 

■ COS*’, 

équations qui donnent, en éliminant i, 

(tu — u,) — R'coso'+ui'— R COS 6 — 0 ; 

* 


et, comme ona wR cos 9 sa <*11' cos 6', on trouvera : 

.v> 


t ♦ ^ . . . • ; • 4^ 2 

» — R'cm*— ».KR' co*«'+^-^bÎ.§=0, * • 

■rrittV- V * R cos* g --45' 

il’où 


on aurait de même 

s 


»»KR'’cos** 

,== RR 'coj’ e'+K R’ cos’* ’ 


«. KRR' rose cos*' 

' K R'* cos' #■+ K'R’ cos’ » * 


* >' 

X 


g , * * . . , v 

Si , pour abréger, on pose RcosO=/>, R'cos9'=r:/>', on a : 

* • . ‘ • «rmiriW 


w,K 


“.k A 


■ .jj&af. - * 

ULWtr -T >* 


K + K 


■P 


K+K"^ 



d’où Ton 

e 


? — p* 

conclut que la force vive après le choc est « 


V ; ^ 

«t v ^Vv 


- V (v«'£)' * 


K+K ^ 




•jtoitt 


m. 
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Or, avant le choc, elle était simplement K; ainsi elle a diminué dans le r«ap- 

■ ^ 

F P* 

port de K à K + K' ~ , c’est-h-dire dans le rapport des Jôcces vives que pas- ■ 

séderaient le système choquant, et les deux ensemble, si le second était 
conduit par le premier. 

Quant il la perte de force vive, on peut l’énoncer également; car elle aurait 
pour expression : * r 

t ’ ' K -Pi 


/ * ^ ^ 

V. t /'** \ 

elle serait donc à la force vive avant le-choc , comme celle que posséderait le 
système choqué , s'il était conduit par t autre , est à ta forc.e vive des deux 
systèmes. ' ' • 

Dans cette supposition , si le -système choqué devait avoir peu de force vive 
par rapport à l’autre quand il est conduit par ce dernier , alors pourrait se 
négliger devant K, et l’on aurait pour la perte de force vive l’expression 

V" 

mais alors, la vitesse que prendrait le système choqué serait précisément «. p, 

l’autre gardant sensiblement sa vitesse w, ; ainsi, dans ce cas, la perte de force 
vive est égale à toute celle que prend le système choqué. 

Si l’on n’avait pas supposé »/ nul , on aurait trouvé que la perte de la fbrre 
vite dans le choc aurait eu pour expression 

■■ ■ ;■■■ . V : 

k+k' ' " ■ ; ' . . 


• ' * ( K+K £>’ 


u 

t* 

21 
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Ainsi la perle de force vive est à la force vive du système choquant avant 
le choc, comme la force vive fictive qu'aurait F autre système s'il prenait 
Une vitesse égale à la différence entre celle qu'il a et celle qu'il aurait si 
r autre le conduisait , est à la force vive de F ensemble des deux systèmes 
dans cette hypothèse. . ' 

Si K' £ est petit devant K, alors l’expression de la perte est sensiblement 

" 5 (“•-$• ’ -A 

■ . .. 

• • _ • a • *• ' * 

c’est-à-dire la force vive qu'aurait ce système à petite force vive s il prenait 
la vitesse qui est la differenccantre la sienne et celle qu'il aurait si F autre 
r avait conduit avant le choc. 

Toutes les considérations précédentes sur les pertes de forces vives dans le 
eboe , dans le cas où il n’y a pas besoin d’avoir égard aux frottements , s'appli- 
quent aux systèmes de translations en remplaçant par les poids des corps les 
forces vives virtuelles qui nous ont servi comme coefficient pour exprimer les 
pertes des forces*vives. 

Dans le cas plus général où les centres de gravi té ne sont pas sur les axes , et 
ou l’on tient compte des frottements, et 'dans les hypothèses précédentes qui 
consistent à admettre que les corps ne se séparent pas à la fin du choc, on 

traiterait les équations (A) et (B), en y laissant tons les termes. sdh- \ 

/ ■ ; 

Le calculs deviennent impraticables si l’on ne simplifie pas la difficulté qui 
vient des radicaux. Pour cela on peut procéder de deux manières, ou déterminer 
Qet Q 1 comme s’il n’y avait pas de frottement, pour les substituer dans ces équa- 
tions, et reprendre alors le calcul; ou employer une mélbode qui a été donnée 
par M. Poncelet et consiste à remplacer approximativement l/V' 4-Q’ par l’ex- 
pression linéaire aP-+*(3Q ou Pecos<|<-4-Qr8in<]<. Dans cette expression , « et p, 
ou , ce qui revient an môme, r et sont des constantes choisies de manière à 
- rendre un minimum la plus grande erreur numérique probable , d’après ce 

• — - P 

qu’on peut prévoir pour les limites entre lesquelles sera renfermé le rapport 

P et Q étant des valeurs arithmétiques et sans aucun signe. 

.a • • 'a. 
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On trouve 

ainsi : 

‘4 , 

• , • 



. * 

• 



* ' t 


pour 

$>•■ 

/•COS+ = *=0,96 > 

rsio<i:=jJ =0,*0, 

. I 

erreur — 
25 



p 


* • * 

t 

, J 

• * « * 

s > 3 ’ 

0.98, 

. 0,23, 

- 

- •* • * * 

Q 

71 r . 



^> s - 

0,99, 

0.16, 

« 

13* 


• 

p 



I * * 


,, 

Q >4 ’ 

• 0,99, 

0.12, 

ÏÏ66 



Appliquons maintenant cette méthode au choc des cames contre un marteau , 
en supposant que le marteau soit en repos avant le choc, et que le centre de 
gravité du système des cames soit sur l’uie. Mous remplacerons donc 


et 


l/P’+Q’ par /■(Pcas'V + QsHj't'). 
V/F*-f-Q‘ par r(P cos^+Q'sin*), 


.1 • 


en prenant r et ij/ de manière à donner la plus petite erreur probable dans l’é- 
tendue où peut tomber le rapport de P à Q. 

On aura pour déterminer le mouvement après le choc , pour les cames : 


-«•* V 

--,31 


. 0 = — X+Q 

0=+#+P 

(— .) - = XR cos t-b/^R tint — tMPco^+Qsm ;) 

* V'+r 


pour le marteau : 




■ •' - • v 




M'tl’t' 

g 

«>'nV 


; 1 +Q' 


— =-XR' «.*+/»' ljD ÿ’fyçwt + grin j? 

g vt+j* 


.*• -V.-'V 

s- 


et pour les deux systèmes 


uRcostxw'R'cosS'. 


■ y . 

w 
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Ces 7 équations donnent les valeurs des 7 inconnues 

■ . • j . 

. p, q, p'. o 1 , 


On en tire 


Q=», 

P =-/.*, 

, . K „ . , , ifùï(f,oos<ï— «in*) 

= IR (co* 9 +/,«in 0 ) + , 

s Vï+T 7 

. . . = 

** g ‘ 


*y MÜ <. • 


••f «j 


^=-H (eosr-Zi.in.') - ^ 

* . V H-/" ' r 

En posant 


>; •• •- ,*> . < . 

' /.-= tangf,. /*= Ungf, /'^tang f ', 
s = fsh»V et {'=»/ , eos(«, 


od aura 


=iR 

.g • <*»?■ 


Zlà _ cft» « io (?,-»> 

* V/HT 7 . • A»! : >> t*>»U m ; 

_ = _ IR' C0 *t*' + T-) _ r f( X sto(f.-4) ., ' rffhŸtJ |in K ) 

CO«v, V/|+/” a»T; ’ * " * 

et ' ïv r • 


«R cos« =*'R' cos 6'. 


■ «A 1 


Eliminant X entre les deux premières équations , on aura : 

(U.-Ü.JK1 //fSiBCŸ,— |>}-Reog (»-»,) j/ r+r V\+f' 

«k'+r/'p' Mtini*-*) r- cos «r+isyi +r+rf f ’ «o r», — +> x VrW' 

En désignant, pour abréger, le second membre par— a , 0 „ iura . 

’ * ? t -** A r */^* * •• ^ ïtiK'-J" >J *.• 

“ K + ®e' [K’+ rf'p'tf/' tin (+— p.)] = R«. , 

et -v 

_ wRcOSS— ui'RcOSS'srO. 

O . L *r&GBHBKS &ÈÉ&: mm î'W** • >-^-v -n~. ; 

Posant de même, pour abréger, çtyOVasft il-viendra : 
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d’où l'on tire 


et 


) -, 


Kw-f-ntK’-j - ?) w , 
RcoïO.u — R' oosSV =0; 

1 » ' * 

, KRui.cosO 

K1V coé 0’-|-Ra (K’-f-0) cosQ 
KR'oü.cos»' 

KR'a»ft'-fR*(K , -f?)cas9‘ 


Pour avoir la perte de force vive par le choc, on n’aura plus qu’à calculer la 
différence 

• - Ku..' K<a* K'ü." 

, . *g % ' 

• . ' ' '■ ' • - • ;[«. •; j , • ■ ^ 

En y substituant les valeurs ci-dessus, on trouvera : 

R’ cos’O-fR'-cos* 0’ 


Km,’ 

~w 


['T 


cosOH- îlîi±H RcusO 


Si l'on néglige les carres des fractions J, f, et J C qui expriment les rapports 
des frottements aux quantités de mouvement normales qui se produisent dans 
le choc , on anra : 

/K' , \ K'RcosO 
* V¥ + ? ) _ KR cosO'' 


V 


• i 


On aurait pu, au lieu de prendre les équations d’équivalence dans chaque 
corps, en prendre une seule pour le système, tel qu’il est constitué après le 
choc , en exprimant alors cette équivalence par le principe des vitesses virtuelles, 
et en prenant pour ces vitesses celles qui ont lieu après le choc. Il est clair alors, 
que les moments virtuels des deux frottements eussent été, toute réduction faite 
de la forme F dj\ F étant la force de frottement et df \ a vitesse de séparation 
du point en contact à la fin du choc. Or, il est facile de voir que cette vitesse df 
est nulle quand le point'où se fait le choc est sur la ligne des centres, et qu’elle 
est très-petite quand le point est peu éloigné de la ligne des centres. Car alors 
les vitesses effectives des points eu contact ayant môme direction, ét ces vitesses 
ayant d’ailleurs des composantes égales suivant la normale commune aux sur- 


sV 
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faces en cohtact, elles seront égales entre elles; conséquemment là vitesse 
relative df des deux points en contact sera nulle. 

On serait arrivé au même résultat par les équations isolées exprimant l’équi- 
valence dans chaque corps, en remarquant que dans ce cas les moments de la 
quantité de mouvement qui a pour composantes \ et Xf x sent, dans les deux 
systèmes d'équations de moments, proportionnels aux perpendiculaires p et p 
de sorte qu’on fait l’élimination de ces moments dans l’équation des moments, 
comme si les termes^X n’existaient pas. 

Il y a une circonstance particulière où les quantités de mouvement P* et Q' 
sont nulles ; c’est celle où la quantité de mouvement due au choc a une direc- 
tion telle quelle passe par le point qu’on appelle centre de percussion. Faisons 
cette supposition dans les équations précédentes qui se rapportent au marteau. 
Prenons les axes coordonnés de manière que Taxe des »' soit parallèle à la 
direction résultante de X et Alors on aura, en égalant lés composantes des 
quantités de mouvement dans le choc sur les tourillons. 


,n‘ 


(•>■ —O- « = » w+j: 

y S • 

— 5- f = *. 


J- 


La deuxième équation donne î' rao, c’est-à-dire que le centre de gravité est 

V - 

sur la perpendiculaire abaissée sur la direction' du choc X j/ 1 +/'■ 

Si l’on pose ensuite l’équation des moments, où disparaîtra le terme affecté 

. - - ifi. ■ '/fe 1 1 a -W ■- 

de j/F’ + (ÿ* , on aura *• * ~- 

J" iv 

r M 

. , ^ K 


_ » 


t yv-; 


O 


/ éunt la perpendiculaire abaissée de l’axe sur la direction de la ré ultante 
X \Jx +fi. On tire de cette équation , combinée avec la première 

/*=£- 
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c’est la distance à l'axe de rotation de la droite passant par le point où se lait 
le contact, et ayant pour direction cellede la quantité de mouvement 'tV' i +/\, 
produite par le choc. 

Le point à la distance l sur le rayon vecteur qui passe par le centre de 
gravité du système s'appelle le centre de percussion. Ce point ne peut exister 
qu'autant que le centre de gravité du système n'est pas sur l’axe de rotation. 

Si K,' est le moment d’inertie par rapport au centre de gravité du système, 
on a ’ 

• - K' 

K' = flV*j d’où / = V -f* — 7 -!. 

I • Du 

Ainsi 011 voit que le centre de percussion est toujours au delà du centre de gra- 
vité : il sera le plus près possible de l’axe quand 

n ' = V / ^ : alor * /=2,,, ~ 2 \/îr 


On peut appliquer les considérations sur le choc au battage d’un pieu avec le 
mouton. Désignons par p le poids du mouton et par p’ le poids du pieu ; par v, 
la vitesse du mouton au moment où il atteint le pieu, et par v la vitesse du 
mouton lorsque le choc est fini. Appelons R la force variable que le terrain 
produit sur le pieu ; cette force R agira pendant tout le temps que le pieu s'en- 
foncera. Supposons d'abord que peudant la durée du choc du mouton contre 
le pieu, jusqu’à ce que l'extrémité du pieu ait pris la vitesse du mouton , la Jorce 
R n’ait pas encore agi , c’est-à-dire que le mouvement ne soit pas transmis à 
l’extrémité du pieu, et que lorsque ce mouvement sera transmis le choc soit 
achevé et qu'ainsi le pieu ait pris la vitesse du mouton. En opérant de cette ma- 
nière, on trouve que le pieu et le mouton prendront par l’effet du choc un? vi- 
tesse qui sera 


. P*. 

P+P 




vis** j. " 

Ainsi le système apres le choc possédera la force vive 





p 

p+p 2 * 

. • 
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Pour que cette force vive soit épuisée par la résistance R du sol, on devra avoir 


«V f 

P+P 1 ' J 


R dx , 


dx étant l'élément vertical de l'enfoncement du pieu. Si l'on appelle H la hau- 
teur totale dont le mouton est descendu et h la petite hauteur dont le pieu s’est 
enfoncé, en sorte que hxxfdx, on aura sensiblement , en admettant que R 
ait peu varié pendant l'enfoncement, 

-4—, H = f* Rdx = RA ; 

* P+P Jo 

d’où ‘ » 

n P' » . 

-p+p-h- 

« * * * * ( 

Si R croit à mesure que le pieu s'enfonce , ou au moins reste constante , alors 

en appelant R, la dernière valeur de R, qui est ainsi la plus grande, on ^au- 
rait eu : 

fRdx = ou <R,Aj 


R,= 


^ P’bp' * 


Ainsi , dans l’hjpothèse précédente, la résistance que le sol a présenté h la fin 

. • . • • 

• |J 

du choc serait au moins égale au produit ji el ? en admettant quelle sub- 

sistât , le pieu pourrait sans s'enfoncer être chargé d’un poids •■gai à cette 
quantité. Si, par exemple, on n battu un pieu de chêne avec tin mouton de 
5oô' , ( que ce pieu pèse 3oo k , qu’il ait été enfoncé au refus de o*,oo4 par coup, 
le mouton tombant de 4* de hauteur, on aura R,> 3is5oo k . 

Le résultat précédent repose sur une supposition dont l’exactitude u’csl pas 
démontrée , et qui même est contestable. Si l’on supposait donc , pour ne pas 
restreindre la question, que la force R a agi pendant la durée du choc , et que 
f R dx soit la quantité de mouvement due à cette force pendant la durée du choc, 
on aurait 

/>(v — ej =pv+fRdt, 
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DEUXIEME PARTIE. 


-• 

K 


DU CALCUL 


*• L 


DE L’EFFET DES MACHINES. 


CHAPITRE PREMIER. 


Du Calcul du travail pour les poids. — De la Roideur , son influence sur la répartition du 
travail dans les compressions lentes. — Du Travail produit par l'expansion des gaz , 
application au calcul de celui qu'on tire de la vapeur avec une quantité de chaleur 
donnée. — Du Travail transmis par un courant fluide, à un canal et à un plan mobiles.— 
Du Calcul des forces vives. — Le principe de 1a transmission du Travail a encore lieu 
pour certains mouvements relatifs 


S . 


0 ~ • 

69. Nous allons maintenant nous occuper du calcul du travail dans diffe- 
rentes circonstances où il se réduit à des règles susceptibles d'être énoncées. 

Examinons d’abord le travail qui est dû b des poids. 

Rappelons-nous que l'élément de travail dû b une force F étant le produit P ds 
du petit arc ds par la composante P de cette force dans le sens de cet arc, peut 
aussi s'exprimer par le produit de la force F, par la projection de l'élément ds 
sur la direction de la force. Si donc cette force F est un poids et agit dans la 
direction^de la verticale, et que 1 représente l’ordonnée verticale du point 
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mobile, comptée positivement de haut en bas, en sorte que dz soit positif quand 
le poids descend; dz sera la projection de ris sur la direction de la force, et F dz 
sera égal à l'élément de travail Pc/s. De plus, Ptfs devant entrer dans l’équa- 
tion générale des forces vives avec un signe négatif quand l’angle de la force F . 
avec ds est obtus, c'est-à-dire quand dz est négatif dans le mouvement réelle- 
ment produit, il s’ensuit que ('élément de travail Fdz prendra le signe qu’il doit 
avoir dans l'équation des forces vives, et qu'on peut l’y introduire par addition 
algébrique, en laissant à dz à en déterminer le signe. 

Si l'on a à considérer dans le mouvement d’nne machine plusieurs poids p, 
p 1 , p", etc. , la quantité de travail moteur ou résistant que ces poids introdui- . 
ront dans l'équation générale des forces vives, aura pour expression 

/ fidi 4- / p'dz' -j- / p'dz" -f- etc. - 

> m 

Les poids p, p', etc. , étant constants pendant le mouvement, il en résulte que- 
si l'on désigne par z. et z, les ordonnées des positions correspondantes an pre- 
mier et au dernier instant, ces intégrales deviennent 

* ' t 

p (* — îJ 4 - /»'(*' — *»') 4- p" 4 - etc. 

ou bien • 

pz 4- p'z -(- p’z* + eic. — pz. — p'z ,' — /»%" — etc. 

Si l’on désigne par P le poids total p -F p'+ //''-F etc. , et par Ç. et, g les or- . 
données du centre de gravité de ces poids au premier et au dernier instant , 
l'expression précédente devient 

Pfc-U, 

* 

résultat qu'on peut énoncer en disant que le travail moteur ou résistant dû à 
plusieurs poids , est égal au produit du poids total par la hauteur verticale 
dont le centre de gravité s'est abaissé ou élevé; ou, en d'autres termes , qu'il 
est égal au travail dû à une force unique , égale au poids total, et appliquée, 
au centre de gravité de tous les poids. x ’ 

Si ce centre de gravité s’est abaissé, le travail produit dans le mouvement 
sera un travail moteur; s'il s’est élevé, ce sera un travail résistant. 

Nous remarquerons ici , à l'occasion des signes des éléments pdz , jju’en gc- 
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néral lorsqu'on cherche le travail moteur produit par certaines forces, comme 
c’est toujours dans le but de l’introduire dans l’équation des forces vives, on 
ne doit faire d’autre distinction entre le travail moteur et le travail résistant , 
que celle qui résulte de leurs signes ; et comme ceux-ci sont toujours renfermés 
dans uoe même formule qui les fournit tels qu’ils doivent être, on est sûr que 
lorsqu'on calcule un certain travail moteur par une formule, celle-ci tient 
compte du travail résistant , et ne donne que l'excès du premier sur le dernier; 
c’est-k-dire qu’elle ne donne que ce qu’on doit introduire dans l’équation. Ainsi, . 
dans le cas des poids, on peut supposer qu'une partie est descendue peudaut 
le mouvement, et, qu'une autre partie s’est élevée; toujours l’excès du travail 
moteur sur le travail résistant est exprimé par une même intégrale qui devient 
le produit du poids-total par la hauteur dont le centre de gravité est descendu. 

L’énoncé précédent, où l’on introduit le centre de gravité, suppose que les 
poids sont constants. 

• ’ ; I 

• no.- Il est bon de faire voir que lecajcul du travail dû à des poids en mouve- 
- ment se simplifie quand un certain nombre de ces poids vient prendre la place 
qu'occupaient d'autres poids égaux, comme cela a lieu quand on considère une 
masse déterminée de liquide eu mouvement dans un canal ou un vase quel- 
conque. Alors, si le temps pendant lequel on veut calculer le travail n’est pas 
assez grand pour que tout le volume d’eau que l'on considère ait quitté tout 
l’espace de sa première position, il y aura une partie du vase qui aura toujours 
été occupée par une portion de cette eau. Examinons l'expression du travail 
dans ce cas. 

Supposons des poids dont la somme est constante et égalé à P; le travail 
qu’ils produisent aura pour expression 

•• - . • - ‘ ' - ' ' ’i. ■ 

Pt- P?., 

• t •« » ‘ • a, J* . , ' 

Ç,, eti; étant les ordonnées des positions du neutre de gravité au premier et au 
dernier instant. Si p désigne une partie du poids total , formée par une suite de 
particules qui, au dernier instant, occupent des positions qui étaient occupées 
'au premier instant par d autres particules formant un poids égal, il en résulte 
qu’en appelant : l'ordonnée du centre de gravité de ces poids p dans leur po- 
sition commune au premier et au dernier instant, et en désignant par z*. et s\ 
les ordonnées du centre de gravité du reste de» poids P — p au premier et au 
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dernier instant, le travail total PÇ — P(, pourra, en vertu des propriétés con- 

nues des centres de gravité, se transformer en 1 . 

. '/ - 

pz + (f—p) z'—pz— (P —p) J-., 

ou en réduisant 


{P-p}t'~(P—p) ' 


expression qui n’est autre chose que le travail qui sera produit par les seuls 
•poids P— p, tandis que leur centre dp gravité serait descendu de la hauteur 
z — s'„. Ce résultat fait voir que le travail , dans ce cas, peut s'évaluer sans con- 
sidérer la partie des corps pesants dont le premier emplacement a été occupé 
par d’autres corps égaux en poids , • et qu’il suffit de Je calculer, comme si des 
corps pesants avaient passé de la position des premiers poids P — p au premier 
instant, il la position des autres poids P — p au dernier instant. Ainsi, dans le 
cas d'un courant d’eau s’écoulant dans un canal, le travail produit sera le même 
que si une masse d'eau avait passé de l’emplacement abandonné en haut, à l’em- 
placement nouvellement occupé en bas. Si , par exemple, on ouvre une vanne 
dans une retenue d’eau , et qu'on en laisse sortir horizontalement un mètre 
cube, le travail dû & la descente très-peu sensible de toutes les particules d'eau 
de la retenue dans le mouvement produit, sera le même qne si le mètre cube 
d’eau écoulé était descendu de la tranebe supérieure du bief pour aller occuper 
l’espace où il se trouve après l’écoulement. Ce résultat s'aperçoit sans démonstra- 
tion lorsqu’un tire l'eau par la superficie , paiçe qualorsde mètre cube tiré des- 
cend en effet de toute la hauteur de la retenue; mais quand on ouvre une vanne 
au fond , ce n'est pas l’eau qui occupait la tranche supérieure qui vient sortir 
par la vanne, et néanmoins le travail produit a la même valeur que si c’était 
cette même eau qui fût descendue, sans que le reste du liquide eût pris part au 
mouvement. ' 

7 1 . Après avoir examiné tout ce qui est relatif au travail dû aux poids, nous 
allons considérer celui qui est dû à des réactions mutuelles. • 

Supposons qu'il y ait , au nombre des forces appliquées à on système , des at- 
tractions ou répulsions -mutuelles , comme seraient, par exemple, des forces 
produites par un ressort qui «tgirait , soit pour rapprocher, soit pour écarter avec 
des forces égales les points placés à ses extrémités. ; " . ' 1 ■ 

Désignons par R la force du ressort que nous supposerons répulsive, et par /• 


« 
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la distance qui sépare les, deux points sur lesquels agissent les répulsions. On a 
vu , flans la première partie (34), que le travail de la force R se réduira toujours 
h fRdr, cette intégrale étant positive ou négative suivant que l'accroissement 
dr reste de même sens que R ou de sens contraire. 

Lorsque les réactions R reprennent les mêmes valeurs quand r repasse par la 
même grandeur, c'est-à-dire lorsqu’elles restent les mêmes fonctions des dis- 
tances, nous les appellerons élastiques. Nous dirons que des réactions sont im- 
parfaitement élastiques , lorsque les forces ne reprennent pas des valeurs aussi 
grandes quand la distance des points revient la même. Ce sera ainsi appliquer- 
ais réactions en général ce qu’on dit des ressorts. 

Pqur des réactions élastiques, l'intégrale ÇRdr est nulle entre deux instants 
pour lesquels la distancer est redevenue la même : car alors celte intégrale se 
partage en deuxqiortions parfaitement égales et de signes contraires, l’une pour 
l'extension de r, l'autre pour son décroissement; en sorte que le travail moteui 
et le travail résistant, produits entra les deux instants pour lesquels r a repris la 
même valeur, sont égaux et se compensent. Il n'y a alors dans le premier 
membre de l'équation des forces vives ni perte ni gain entre ces deux instants. 

Un certain travail moteur ayant été employé à comprimer ou étendre un 
ressort parfaitement élastique, celui-ci peut ensuite revenir à la longueur primi- 
tive, et reproduire un travail moteur parfaitement égal à celui qu'il a reçu, 
puisque les deux portions de l’intégrale fRdr, l’une pour le travail résistant que 
le ressort produit en se déformant, et l'autre pour le travail moteur qu’il com- 
munique en revenant à la longueur primitivo, seront parfaitement égales. C’est 
en ce sens qu’on dit qu’un ressort comprimé rend tout le travail qu’il a reçu et 
qu’il peut s'assimilera une force vive, c’est-à-dire à un corps possédant de la 
vitesse, et pouvant produire un certain travail égal à celui qu’il a reçu. 

Si la réaction n’est pas parfaitement élastique , l'intégrale f l\dr sera alors la 
différence entre les quantités de travail résistaut et de travail moteur produits, 
d'une part pendant le dérangement du ressort, et d’une autre pendant son re- 
tour à la longueur primitive. Pour se représenter cette valeur de fRdr étendue 
à une suite d'oscillations du ressort , on n’a qu'à concevoir une courbe dont r 
soit l'abscisse et R l'ordonnée. Le premier dérangement du ressort, produisant 
une force R dirigée en sens contraire de dr, donnera un travail résistant fRdr , 
qui séra faire de cette courbe; ensuite le ressort retournant à sa position de dé- 
part , le travail produit sera moteur : il se retranchera du premier préc : sément 
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comme l'aire engendrée, quand l'abscisse r décroît , se retranche de la première • 
aire engendrée, et la ramène à zéro quand l'abscisse revient au point de départ . 
si toutefois l'ordonnée R a conservé les mêmes valeurs à l’allée et aü retour. 
Mais si R devient plus petit au retour à la même valeur r, alors la seconde aire 
décrite, ne sera pas égale à la première; la différence, qui sera un travail résis- 
tant, sera l’aire comprise entre les deux courbes fournies par les deux valeurs 
de R. Si les oscillations se répètent, et qu'il y ait toujours ainsi une diminution 
dans la force R , il y aura à chaque oscillation un excès du travail résistant sur 
le travail moteur : ce sera la différence totale qu’il faudra introduire dans Té- 
quation des forces vives pour la valeur de l'intégrale f Rdr, c’est-à-dire pour la 
valeur totale du travail résistant dû aux réactions du ressort. Quelque peu élas- 
tique que soit ce ressort, cette différence totale, qui est la somme dune série 
de termes de signes alternés allant tous en décroissant, ne pourra jamais être 
qu’inférieure au plus grand terme dé la série, c’est-à-dire au travail qu’on em- 
. ploierait à produire la plus grande compression et la plus grande extension qui 
ont eu lieu pendant le mouvement. 

On conclut de-ce qui précède, que si Ton se sert de l’intermédiaire d'un ressort 
pour transmettre à un corps le travail qu’une force produit sur un autre corps, 
il sAa transmis en totalité, au moins sensiblement , si le temps pendant lequel 
on considère le mouvement est assez considérable pour qu on puisse négliger 
devant ces quantités de travail , d'une part, celle qui est due une fois pour toutes 
à la plus grande compression et à la plus- grande extension que le ressort a 
prises pendant le mouvement; et d’une autre, 1a variation de la fores vive du 
corps qui est intermédiaire entre la force et le ressort. Ceci résulte évidemment 
de ce que la différence entre le travail reçu par le premier corps et le travail 
trausmis au second , est égale à celle qui est due aux compressions et aux exten- 
sions du ressort qui les sépare, augmentée de la variation de la force vive du 
s premier corps. 

La considération des forces produites par un ressort, ou par toute espèce 
. v de réactions mutuelles, donne lieu à l’introduction d’une quantité dont la notion 
est très-utile dans la théorie du travail. 

Si R désigne une force de réaction mutuelle , et r la distance qui sépare les 

♦ A I • 1 

points, nous appellerons raideur, dans cëtlc réaction, la quantité qui me- 
sure la rapidité avec laquelle la force R croit ou décroît avec la variation de dis- 
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taifte. Celle dénomination est conforme au sens qu'on donne à ce mol, quand 
on parle de la raideur d'un ressort. Eu effet, ou dit dans le langage ordinaire 
qu’un ressort est plus ou moins raide, suivant que, pour un même dérange- 
ment d'une de ses extrémités, il réagit avec une force plus ou moins grande. 
La raideur est donc , dans ce sens , le rapport entre la force produite et le petit 
dérangement qui la fait uaitre. Comme ou part alors de la position naturelle du 
ressort pour laquelle la force est toujours nulle , la force produite après le dé- 
rangement est, dans ce cas , l’accroissement de R correspondant à ce dérange- 
ment : la raideur, dans l'accegtion ordinaire du mot, est donc aussi la quan- 

tité Il est naturel d’étendre cette définition à tout autre état du ressort, et 

dr 

d’appeler de même raideur d'un ressort déjà comprimé , le rapport des accrois- 
sements <f|{ et dr , pris pour un changement très-petit à partir de l’étal que l'on 
considère. 11 faut bien prendre garde qu'un ressort déjà comprimé ne serait pas 
très-roide pour cet état de compression , par cela seul qu'il produirait une très- 
grande force , mais seulement parce que cette force croîtrait rapidement si l’on 
venait à le comprimer davantage. Il peut avoir une raideur nulle ou très-faible 
pour une tiès-grande force de compression. Ceci doit s’entendre non-seulement 
des ressorts proprement dits, mais aussi des actions mutuelles, comme les at- 
tractions ou les répulsions entre les particules matérielles. Dans tous les corps 
très-solides, les réactions ont une grande raideur, puisqu’un dérangement in- 
sensible produit un accroissement de force très-considérable. Enfin , dans la 
supposition purement rationnelle que des corps sont parfaitement invariables 
de forme, les réactions entre leurs particules auront une raideur infinie, puisque 

la force croit sans que la distance change, et qu'alors est infini. 

7 3. On va déjà voir, par ce’qui suit, combien la considération de cette rai- 
deur peut être utile dans les questions qui se rapportent à la répartition du 
travail. 

Conservons différents ressorts placés bout à bout en ligne droite, pour’former 
un système susceptible de compression. Supposons que des forces opposées P 
et F soient appliquées aux deux extrémités de ce système, et qu’il en résulte 
une compression dans les ressorts. Admettons en outre que ces forces P et P' 
croissent assez lentement pour que le mouvemeut se fasse sans vitesses sensibles , 
de manière qu’on puisse négliger les forces vives. Désignons par R, R', R", etc., 
• 23 
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les forces des ressorts qui seront variables, soit avec le degrc de compres-itTn , 
soit avec le temps, mais sensiblement égales pour les différents ressorts, et re- 
présentons par dr, dr, dr" , etc., les éléments de compressions de ces ressort». 
Comme nous supposons que les vitesses sont assez petites pour qu'on puisse 
négliger la variation de la somme des forces vives, le travail dû aux forces ex- 
trêmes sera égal à celui qui est absorbé par les compressions des ressorts,- en 
sorte qu'on aura 

fpds + fPiU = ffUr + /a d/ + / R "&>• + elr., 

• • 

si les forces P et P' produisent chacune un travail moteur; et 

/ Pds — fvds =2 j R dr + f R dr 1 -f- f R"«ir" -|- etc., 

si la force P produit uu travail résistant, c’est-à-dire si le point sur lequel elle 
agit se meut en sens contraire de cette force. 

11 est utile, dans beaucoup de cas, de savoir comment le travail total , pro- 
duit par les forces extrêmes, s’est reparti entre les différents ressorts lorsque la 
compression a lieu ainsi lentement. Ce sont les valeurs des intégrales f\\dr, 
fR'dr' qu’il faut donc comparer entre elles. Dans cette hypothèse des mou- 
vements lents, on a sensiblement à chaque instant 

R = R' = R” = etc. ; 

les intégrales /Rrfr, fWdr, prises pour l’étendue de la compression, peuvent 
sc transformer en 

Or, en intégrant ici par rapport à R et R', les limites seront les mêmes dans les 
deux infégrale», puisqu'on a à chaque instant R=R\ Ces deux intégrales se- 

♦ t ^ r - 

raient donc égales si l’on avait aussi à chaque instant La première 

■ i i , . „ dr tir . . dR <fR’ , , 

sera plus grande que lu seconde si 1 ou a y— > , ou Dien < ~jp~' c ***-*“ 

dire si la. roideur de la première réaction R a été constamment moindre que 
celle de la seconde R'. Ainsi , lorsque plusieuis réactions ou plusieurs ressorts. 
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placés bout à bout en ligne droite, sont comprimés assez lentement pour 
que les forces développées soient égales à chaque instant, tes ressorts les 
moins roides pendant la durée de la compression absorbent le plus de travail. 

Si certains ressorts ou certaines réactions de ce système ne sont pas élastiques, 
c’est-i-dirc ne peuvent rendre tout le travail absorbé , il y en aura d'autant 
moins de perdu que ces réactions seront plus roides. Bien entendu que ceci s’ap- 
plique aux extensions comme aux compressions. 

74. Celte influence de la roideur sur le travail absorbé par les réactions s’é- 
tend ii tous les cas où, par une cause quelconque, l’égalité se maintient entre 
les forces qui agissent à chaque instant pour comprimer ou pour étendre diffé 
renls ressorts, ou pour modifier l’intervalle de deux points entre lesquels il y a 
répulsion ou attraction. 

Si , par exemple, on conçoit qu'uu fluide renfermé dans un vase presse des 
pistons d'égales surfaces, lesquels résistent par les réactions de certains ressorts, 
et qu’on suppose qu'en poussant lentement le fluide dans le vase, on l’oblige h 
faire céder les pistons d'un mouvement assez lent pour que l'on puisse admettre 
l’égalité de pression comme dans le cas d'équilibre, il arrivera que les ressorts 
les moins roides absorberont le plus de travail. Si , par exemple , les ressorts sont 
produits par des gaz comprimés dans des tubes, comme la roideur sera d'autant 
plus grande que les tubes seront plus courts, il s’ensuit que ce seront les tubes 
les plus longs qui absorberont le plus de travail. 

75. Si les forces qui agissent eu même temps sur différents ressorts , au lieu 
d'élre égales à chaque instant , devaient avoir des rapports constants entre elles , 
alors le travail absorbé dépendrait de deux éléments , savoir : de ces rapports , et 
de la roideur. En effet, si l’on a à chaque instant 

R‘=rtR, R" = a’R, olc., 

on aura entre les quantités de travail les relations 

/* * - -‘/ R S /* ' ** - «"/» Jr- dR - «**. 

les intégrales étant prises entre les mômes limites par rapport li la variable R. 
Ainsi ces quantités varieront d’un ressort à un autre proportionnellement aux 
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carrés des rapports a , rt', cto., et en raison décroissante, avec les roideurs , 
</R" .... , 

— . C’est ce qui arriverait si dans l'exemple des pistons poussés dans des tubes 
par un fluide refoulé dans un vase , les surfaces de ces pistons étaient différentes. 

76. On a quelquefois occasion de considérer la roideur, uon plus pour le rap- 
prochement ou l'écartement de deux points, mais pour le déplacement d’un 
seul point dans l'espace, lorsqu'une force accompague ce déplacement. En ap- 
pelant ils le petit arc décrit par le point mobile, cl P la composante de la force 

dans le sens de ils , ce que nous appellerons roideur, dans ce cas, sera Si l'on 

construit une courbe dont s soit l’abscisse et P l'ordonnée, la tangente de son 
inclinaison sera la roideur; tandis que l’aire de celle courbe sera le travail dû à 
la force. 

77. Si différentes forces agissent, sur différents points mobiles, les quantités 
de travail produites en temps égaux seront fPds, fP'ds, etc., ou 

f P Jt dl ' f P d? dt ' r,r ' 

, . . •<*<?,'!< u» ■ <j:4»lKrw> 

Si l'on suppose que les intensités des forces P et P - 'soicnt égales à chaque in- 
stant, on aura P=P' pour une même valeur du temps. Les limites des inté- 
grales étant les mêmes, les quantités de travail les plus graudes correspondront 

fi ceux des points mobiles pour lesquels les vitesses auront été constam- 

ment plus grandes. Ou conclut do là que si des forces, agissant sur des masses 
différentes parfaitement libres, ont été constamment égales dans le sens du 
mouvement, cl que ces masses liaient pis eu de vitesses initiales, les quan- 
tités de travail les plus grandes correspondront aux plus petites masses. Car 
alors, comme on a à cliaque instant, eu raison de l'égalité entre les forces 

iis . dï . , , . . 

m —, =elc., et par suite, mi'=m e = etc., vu que les vitesses ini- 

tiales sont milles, il s'ensuit que les vitesse^ les plus graudes correspondent aux 
masses les plus petites. On conclut encore que si un ressort ou une réaction 
quelconque agit d’un côté sur un corps libre, et d'uu autre sur une masse qui, 
en outre de son inertie, offre un résistance , comme celle qui proviendrait par 
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exemple des frottements, alors, comme la vitesse de cette masse sera à chaque 
instant moindre que si elle était libre, le travail qu’elle recevra sera encore plus 
petit en comparaison de celui qui est transmis à la masse libre qui est poussée 
par l’autre extrémité du ressort. 

Il résulte de ces remarques, que, dans un canon où l’expansion du gaz pro- 
duit des forces égalas contre le projectile et contre la pièce; lorsque celle-ci est 
libre , le travail que reçoit le boulet est d’autunt plus grand que la pièce a plus 
de masse : en sorte que, bien que ce qu’on appelle les quantités de mouvement, 
c’est-à-dire les produits des masses par les vitesses, soient égales de part et 
d’autre, les quantités de travail produites, qui sont mesurées ici par les forces 
vives, ne sont poiut égales pour le projectile et pour la pièce (*). Lorsque celle- 
ci est appuyée de manière à éprouver une résistance à son recul, en outre de 
son inertie , cette circonstance augmente le travail que reçoit le boulet et con- 
séquemment sa vitesse. 

78. Nous allons donner maintenant la mesure du travail produit par un gaz 
ou une vapeur contenue dans une enveloppe d’une forme quelconque à parois 
mobiles, dans la supposition où l’extension de l’enveloppe est assez lente pour 
que la pression quelle supporte soit sensiblement égale sur tous les points. 
Les résultats vont nous présenter de l’analogie avec ceux que nous avons liouvés 
pour les réactions ou les ressorts. 

Concevons qu'un volume e, terminé par uue surface quelconque, soit rempli 
de vapeur à une certaine tension ; # que ce volume puisse se dilater et même se 
déplacer pendant que de nouvelles vapeurs y arrivent. Désignons par da un 
élément de l’enveloppe à un instant quelconque; pat- h la hauteur d'une 
colonne d'eau qui produirait sur une base dit la pression que ce même 
élément supporte par l'action de lu vapeur; cette pression sera -hiltt , en dési- 
gnant par ir le poids de l'unité de volume de l'eau : cette force nhdn agira au 
centre de gravité de la surface da , et dans la direction de la Dormale. En repré- 
sentant par dr la petite longueur interceptée sur celle normale , entre l'en- 
veloppe que fou considère à uu certain instant et l'enveloppe considérée à 
1 instant suivant, l'élément de travail produit par la pression n hda , pendant 


0 Petit a fait celte remai que dans une note sur les mai lunes . insérée dan> Ir Traite rie 
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un temps infiniment petit, sera -nhdadr ; cet élémeutayanl ie signe plus, quand 
le déplacement dr se fait du dedans nu dehors , et le signe moins dans le cas 
contraire. Le travail total produit dans ce même temps infiniment petit pour 
toutes les pressions produites sur l’enveloppe, sera l'intégrale de rJidadr étendue 
è toute l’euveloppe. Comme nous admettons que la hauteur h, qui représente 
(Intensité «le la pression sur une surface donnée, est la même pour tous les 
points de l’enveloppe h un instant donné , ce travail a pour expression 

r.h f dadr , 

l’intégrale s'étendant à trois dimensions. Si l’on conçoit des normales qui 
entourent l’élément dn , la portion de volume comprise entre les deux enve- 
loppes consécutives et la surface presque cylindrique formée par ces normales , 
aura pour expression à la limite, le proiluit dadr ; ainsi fdadr sera l’élément 
d'accroissement du volume total v : on aura donc 

f tladr — dv , 

l'élément dadr devant être pris négativement quand le déplacement dr se fait 
du dehors au dedans, en sens contraire de 1a pression. Mais on a vu qu'il fallait 
prendre les signes de la même manière pour l'élément du travail; ainsi, en 
désignant par T ce travail , on a toujours, quel que soit le signe , 

• 

dT = nhdv , d 'où T = it f hdv ; 

résultat qui montre que le travail total , produit sur les différents éléments des 
parois par l'expansion du gaz, ue dépend ni de la forme de l'enveloppe ni de 
son mouvement dans l'espace ; il résulte seulement de la manière -dont la 
pression varie avec le volume, et des valeurs de ce volume au commencement 
et è la fin du mouvement- h pourra être ou constant ou variable avec t»; quoi 
qu'il en soit , le travail moteur produit ne dépendra que de la relation entre h 
et r, et des valeurs initiale et finale de v. Il se pourrait que A dépendit d’élé- 
ments autres que v , par exemple de la température de la vapeur , si elle n'est 
pas constante : cela ne changerait rien au principe, seulement on nç pourrait 
pas alors obteuir l'intégrale rj'hdr sans savoir comment h varie, en même 
temps que «> varie aussi. 
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Celle remarque est analogue à celle que nous avons faite pour le travail 
produit par la réaction entre deux points. Nous avons vu qu'il était aussi indé- 
pendant du mouvement propre des points, et qu'il résultait seulement du 
changement de la distance de ces points et de la manière dont la force variait 
avec cette distanice. 

Si h est constant, on a, eu désignant par t>. et P la première et la dernière 
valeur de e, 

T = f dv = r.A 'v — p.) , 

c’est-à-dire qu'alors le travail produit pur la vapeur est égal h celui qui est 
nécessaire pour élever ù une hauteur h un poids d'eau d'uu volume égal h l'ac- 
croissement qu'a pris celui de lu vapeur. Si h était une hauteur de pression eu 
mercure, alors jr (e — e.) serait le poids d’un volume de mercure égal à ce 
même accroissement r— <•.. 

79. Comme le vide absolu n'existe jamais derrière les parois du vase qui 
renferme la vapeur, il s’ensuit qu'il ne faut calculer la pression qu'en raison de 
la différence des pressions qui s'exercent en sens contraire. Si l'on désigne par h 
la colonne d'eau qui représente la pression du condenseur , on aura, pour le 
travail réellement produit parla vapeur, 

* f (h — A,) dv ■ 

Si l'on suppose différents gaz ou difréreules vapeurs renfermées dans ditic- 
lentes enveloppes extensibles, dont les parois soient en contait, par exemple, 
ileux vapeurs à tensions différentes reufermées dans deux cylindres cl eutir 
deux pistons mobiles dont l'un sert de séparation aux deux vapeurs, comme 
dans la machine de Woolf; le travail total produit par les deux vapeurs, sur 
les deux pistons mobiles, s'obtiendra en ayant égard à toutes les forces et à 
tous les déplacements qui résultent de l’expansion de ces gaz. Or, d'après ce • 
que nous venons de voir , tout ce qui est dû aux forces produites par l'une de 
ces vapeurs ne dépend pas de son mouvement propre, mais seulement de l'ac- 
croissement du volume. Il s'ensuit qu'en réunissant les quantités de travail dues 
à toutes les forces que produisent ces deux vapeurs, on aura aussi un résultat 
indépendant du mouvement propre des parois; il ne dépendra que de 
I accroissement de chaque volume. Si l’un des gaz a une force élastique ir h et un 
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. volume l'autre une force élastique r:h' et un volume v\ le travail total sera 


r / hdv + r.f h'dv'. 

S il y a une pression sth , , dans le condenseur, qui agisse constamment sur les 
parois extérieures du volume total, c'est-à-dire ici sur le piston extérieur, il 
faudra retrancher le travail résistant 

• k f h, (dv -f- dv) , 

puisque dv -+- dd est la différentielle du volume total ; il reste après cette 
soustraction 

r f{h — h ,) dv -f t / ii — A,) dv : 

c'est-à-dire que le travail moteur produit réellement sur les pistons, est le 
même que si la pression du condenseur eut agi immédiatement sur les parois 
de chaque volume partiel v et v. 

So. Nous ulloys appliquer ces formules au calcul du travail que peut produire 
la vapeur qu'on formerait à différentes températures, en usant pour sa forma- 
tion de la totalité de la chaleur que développe la combustion d'un kilogramme 
de charbon de terre (*). 

Nous partagerons ce travail en deux parties , celui qui est produit par la 
vapeur pendant sa formation , et celui qui est produit par l'expansion de celte 
même vapeur, en supposant qu’elle ne gagne ni ne perde plus aucune nouvelle 
quautité de chaleur pendant cette expansion. 

Le travail produit par la formation de la vapeur sera 

f n(h — h \ dv , 

h et h, étant comme précédemment les hauteurs des colonnes d'eau qui pro- 


(*) On trouve, dans les Annales des Mines, année 1824, un mémoire de M. Combes, où 
il a donné le calcul du travail qu'on peut obtenir avec une quantité de chaleur déterminée 
quand on l’emploie à former de la vapeur, mais il a suivi une méthode différente de celle que 
nous donnons ici. Néanmoins, nous devons l'idée de cette question à la lecture de ce mé- 
moire. 


Digitized by Google 


duisent les pressions de la vapeur dans le cylindre et dans le condenseur. Si on 
désigne par v c le dernier volume occupé par cette vapeur, et qu'on la suppose 
formée il une pression constante désignée par ith., ce travail deviendra 

‘ '■[ -- 

ou bien en prenant ici pour unité le poids rr d'un mètre cube d'eau qui est de 
1000 kilog. , afin d’avoir le travail exprimé en dynamodes (*), 



Pour réduire cette formule en nombres, dans la supposition où l’on emploie 
toute la chaleur produite par la combustion d'un kilogramme de charbon , il 
faudrait connaître, i* cette quantité de chaleur; 3 * la masse ou le poids de 
vapeur qu’on peut former il une température déterminée avec une quantité de 
chaleur donnée ; 3 “ le volume, ou, ce qui revient au même, la densité de cette 
même vapeur; 4“ enfin, la relation eutre les températures et les forces élaj- ; 
tiques des vapeurs à l’état de saturation. A l'exception de cette dernière loi, il 
n’y a rien de bien précis aujourd'hui sur ces données pbysiques. On ne peut 
donc présenter ici que des résultats approximatifs qui soient autant que possible 
des limites inférieures et supérieures. 

D'après les expériences de MM. Clément et Desormes, toute la chaleur dé- 
gagée par la combustion d'un kilogramme de charbon serait mesurée par celle 
qui élèverait d'un degré 7000 litres d'eau. M. Despretz dit, dans son Traité de 
Physique, qu’il faudrait porter celte quantité au delà de 7914 litres que donne 
le charbon de bois d'après ses expériences. 

On admet assez généralement jusqu'à présent que la quantité totale (Te chaleur 
nécessaire pour réduire en vapeur un poids donné d’eau prise à zéro de tempé- ■ 
rature, est sensiblement constante, quelle que soit la pression à laquelle on 
(orme cette vapeur : les expériences de MM, Clément et Desormes donneraient 
ce résultat. D’après Southern la quantité de chaleur employée augmenterait de 


(*) Ge que nous avotii appelé dynamode , est le travail qui résulte d’une force de tOOO ki- 
logrammes , ciercée sur un point qui parcourt un mètre dans le sens de cette force. 
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celle qu'il faut pour élever la température de l'eau vaporisée, eu sorte que ce 
ne serait que la chaleur latente employée à réduire l'eau eu vapeur qui serait 
constante. Jusqu'à 8 atmosphères, limite des pressions pour lesquelles nous 
étendrons nos calculs , le surplus de chaleur que donne la seconde loi ne s'élève 
qu'à un neuvième environ , différence presque négligeable au degré d'approxi- 
mation qu'on peut avoir ici. Nous pouvons donc admettre la supposition que 
la chaleur totale reste constante. Dans cette hypothèse, pour comparer les 
quantités de travail à une même consommation de chaleur ou de combustible . 
abstraction faite des pertes de calorique, il suffit dé les comparer au poids de la 
vapeur formée, en sachant une fois pour toutes quelle quantité de chaleur il 
faut pour réduire en vapeur un kilogramme d’eau prise à zéro de température. 
En udoptnnt la moyenne des diverses expériences, cetttypiantité serait ce qu’il 
faut pour élever d'un degré G5o litres d’eau. Ainsi, la chaleur dégagée par la 
combustion d'un kilogramme de charbon de terre , formerait un poids de va- 
peur qui pourrait être porté de 10^76 à t a‘,i5. Afin d'avoir des résultats faciles 
à modifier suivant ce qu'on saura sur le poids d'eau qu’on peut vaporiser dans 
les machines à vapeur, eu égard aux perles de chaleur, nous calculerons Je 
travail pour to kilog..; ce nombre pourra être considéré comme le produit vu 
minimum de toute la quantité de chaleur dégagée par la combustion d'un kilo- 
gramme de houille. 

Les physiciens ne sont pas d’accord sur le volume qu'occupe un kilogramme 
ou un litre d'eau réduit eu vapeur à différentes températures. La plupart ad- 
mettent qu’on peut appliquer ici la loi de dilatation des gaz , c'est-à-dire que ces 
volumes sont eh raison inverse des pressions , et s'accroissent en outre, sous uue 
même presson , de 0,003^5 pour chaque degré de température. Southern pré- 
tend qu'ils sont simplement en raison inverse des pressions . sans égard aux 
lempérattires. Il paraîtrait assez naturel, en effet, que la densité, au point de 
saturation , devint plus forte qu'elle ne le serait suivant la loi de dilatation des 
gaz (*). Nous donnerons les résultats fournis par chacune de ces deux hypothèses. 

Du kilogramme d'eau vaporisée à too" centigrades occupant un volume de 
i“,70, et la vapeur exerçant une pression due à une hauteur d'eau de io*,3a;. 


(’) C’est l’opinion à laquelle Dulong a été conduit par des eipérienees particulières , ainsi 
qu'il a bien voulu me le dire en me donnant dm éclaircissements sur l’état de cette question. 
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le volume u, pour 10 kilogrammes de vapeur & une température et une pres- 
sion quelconque 8 . et A„, sera tel qu'on aura, d'après la loi de Southern, 
h,v„ = 175,44*. el d’après la loi de dilatation des gaz, 

A„i<„ =s 127,59(1 4-0, ooÎ 758 „). 

En substituant dans l’expression dn travail produit par la formation de la 
vapeur, on obtiendra^: , 

( A \ 

1 — rfy, . ,■ 

Suivant la loi de dilatation des gaz, 127,59 ( 1 4-oo3758.) ^1 — 

Si l'on se Sonne la pression h t derrière le piston on dans le condenseur et 
qu'on prenne le rapport rf dans la table des forces élastiques qui a été donnée 

par Dulong comme la plus exacte qu'on ail jusqu'il présent, ou trouvera 
les quantités de travail dues à la formation de 10 kilogrammes de vapeur. La 
quantité totale de chaleur employée à cet effet étant supposée constante , ces 
résultats donneront immédiatement les éléments de comparaison entre les 
quantités de travail et une même quantité de chaleur : ils sont portés dans le 
tableau qu'on trouvera à la fin de cet article. 

Cherchons maintenant lcsupplémenl de travail qu'on pourrait obtenir théo- 
riquement si avant la condensation on laissait la vapeur se dilater jusqu à la 
pression h , qui a lieu dans le condenseur. Nous Supposerons ensuite qu elle ne 
se dilate que jusqu'à une pression supérieure à /»,. 

Pour cela , reprenons la formule qui donne le travail de quelque manière que 
varie la force élastique avec le volume : elle est , en prenant pour unité le poids r. 
d’un mètre cube d’eau, 

f{h — k,)dv. 

i ‘ • ' - . • > B 

Ici les limites de l'intégrale devront correspondre au commencement et à ht 
fin de l’expansion de la vapeur, c’est-à-dire que la première sera le volume 
qui répond à la pression /»„ de b formation, et la seconde le volume i\, qui 
répond à la pression h, dans le condenseur. Ainsi, cette expression devient-. 




£ 


hdv — A, (v, — vJ. 


. v 


K* 
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Si maintenant on veut réunir dans unp même formule le travail total , on 
ajoutera à ce dernier celui qui est dû & la formation du volume v, de vapeur ; 
savoir : v c (h. — h,); on aura ainsi 


f ' 


hdv — h v, -f- A.V.. 


D'après la formule d'intégration par partie , cette expression se réduit à 

,• | vdh> . - • 

JK 

, • ■ 

■v • ' . • , 

Telle est, indépendamment de toute hypothèse, la formule qui donne le tra- 
vail total dû à la formation et à l’expansion de la vapeur, lorsqu’on pousse 
l'expansion aussi loin que possible, c'est-à-dire jusqu’à ce que la pression soit 
réduite à celle du condenseur. 

Si l’on ne poussait l'expansion que jusqu'à ce que le volume et la pression 
eussent pris des valeurs h' et v répondant à une pression supérieure à celle 
de la condensation , ce qui arrive dans une machine à vapeur, parce que le 
volume t* 1 est limité par la course du pistpo, on trouverait facilement que le 
travail se réduit à 


j>-o -m- 


Comme nous ne nous occupons ici que d’un maximum théorique, nous 
supposerons que l'expansion soit poussée jusqu’à la pression h, du condenseur, 
et nous n'appHqnerons que la première de ces formules. 

En partant de la loi sur les densités qui suppose la dilatation analogue à 
celle des gaz, et en laissant un coefficient quelconque a pour représenter la 
dilatation par chaque degré , nous renfermerons ainsi dans une même formule 
l’autre hypothèse, qui suppose qu’il n'y a point de dilatation due à la tempé- 
rature; il suffira , en effet, de poser alors a=o. Si l'on compare les variables v, 
h et 9, aux valeurs quelles ont pour le même poids de vapeur de 10 kilo- 
grammes, formée à 100", on aura 

(1 + ««) • ; • 


v.sx 175, *4 


/* (1 -f- 100a! 


•V 
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Le travail total dû 4 la formation et 4 l’expansion de la vapeur jusqu'au degré 

[K 

de pression du condenseur, ayant pour expression I \>dh , ou mettra pour v 
la valeur précédente, et l'on aura 


175,4* r h - 

(14-100») J ,, 


t dh 

<■+*■’ T 



Pour compléter le calcul, il ne restera plus qu’4 substituer sous l’intégrale 
pour h sa valeur en 0, ou pour 9 sa valeur en h. 

Pour arrivera celte relation, nous remarquerons que puisqu'il s’agit d’un 
maximum théorique, on doit supposer que la vapeur ne communique point de 
sa chaleur aux corps environnants pendant son expansion. A la vérité, cela ne 
peut être rigoureusement ainsi eu réalité, mais au moins les résultats fournis 
par cette hypothèse donneront la limite de laquelle on peut s'approcher d’au- 
tant plus dans la pratique que les machines sont mieux combinées pour éviter 
les pertes de chaleur. En admettant donc que ces pertes soient nulles, il s’en- 
suit que la quantité de chaleur renfermée dans le poids de vapeur qui prend de 
l’expansion restera la même. Mais puisqu’on admet que la quantité* totale de 
chaleur renfermée dans une même masse de vapeur 4 saturation reste la 
même, quelle que soit sa densité, il s'ensuit que réciproquement, si un poids 
donné de vapeur se dilate sans perdre de chaleur, cette vapeur restera 4 letat 
de saturation; de sorte que sa température s’abaissera pendant lis dilatation , 
de manière qu'4 chaque instant il y aura entre la force élastique et cette tem- 
pérature la relation qui est donnée par la table de Dalton. Si l’on admettait la 
loi de Southern , qui suppose qu'un poids de vapeur à saturation a besoin d'un 
peu plus de chaleur 4 une pression et une densité plus fortes, alors, 4 mesure 
que l'expansion se produirait , cet excès de chaleur porteraitla température, et 
par conséquent la pression , pour chaque état du volume 4 un point plus élevé 
que pour la vapeur 4 saturation; on obtiendrait donc plus de travail que dans 
la supposition où la chaleur totale reste constante. Ainsi , en adoptant celte 
dernière loi, nous aurons des résultats plutôt trop faibles que trop forts. 

Pour exprimer la relation donnée par expérience entre les températures et 
les forces élastiques 4 saturation, nous nous servirons d’une formule d’interpo- 
lation qui parait être 4 la fois la plus simple et la plus approchée dans toute 
l’étendue des expériences; savoir ; • 




J 
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h = {a 4- M)«, 

On peut encore l'écrire ainsi : 



h. et 5. étant des valeurs de h et 9 pour lesquelles on veut que la formule soit 
satisfaite. 

On déterminera très-facilement les constantes fi et ^ en choisissant dans la 
table dont nous avons parlé plus haut, trois points pour lesquels les pressions 
h „ , h t et h , , correspondantes au* températures 0. , 0, et 0. , soient en progression 
géométrique. Nous avons pris ainsi pour fé tendue qu’on a lieu de considérer 
dans'les machines à vapeur, 0, — 4o% 0 =93% et 9,= 1 73 " ; ce qui donne 

P =5 0,0»878 cl • 1 » = 5,355. 

Avcq ces nombres, la valeur de h coïncide généralement à moins d'un cen- 
tième, avec les pressions données par feipérience (**). 

Nous conserverons , pour abréger l’écriture, les lettres (3 et p dan» l'expres- 
sion de II. En la substituant dans celle qui donne le travail , on aura 


ou bien 


r H + 

î+'jOOrtJ 11 (l+p*) ’ 


175, U 

t + 100a 



{*) Celte expression est celle qui a été employée depuis longtemps par Dulong. Je l'avais 

‘ h 1 1 4- 0,003750 i* 

obtenue de mon côté, èn remarquant que , comme dans la formule — se j | q QQ 375 Q } * 

que Poisson a établie par des considérations théoriques, l’exposant u ne pouvait rester 

constant dans une grande étendue , il y avait lieu d'essayer si , en changeant le coefficient 

de G et de 8 „, on ne satisferait pas à une plus grande étendue des expériences, sans modifier 

cet exposant. 

% 

(**) Cette valeur donne à 234* une pression de 23,93 atmosphères. D'après ce que m’a 
dit Duioag , il résulte des expériences qu'il a laites avec la commission de l'Académie des 
sciences, qu'à cette température la pression est dé 24 atmosphères. 
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En intégrant depuis la température 9„ de la formation jusqu'à la température 
9, de la condensation , on trouve 


r+ïSï I + 'O -?)“* ( \ 


+#. 


i + », 


Cette formule servira pour toute valeur qu’on voudra donner au coefficient 
de dilatation a. 11 suffit qu'on puisse admettre qu'il reste constant à tous les 
degrés de température. Si on veut le prendre égal h zéro, pour avoir le travail, 
d'après la loi de Southern , on aura en réduisant en nombre, et changeant les 
logarithmes népériens en logarithmes des tables, 


2163 


, / 53,24 4- 0 O \ 


ou encore 403 


■ 97l0 «(J) 


Si l'on prend a— o,oo375, comme le font la plupart des physiciens , on aura, 
en se servant toujours des logarithmes des tables , 


2 . 562 ( 6 . - 6 ) + 1239.20 


Voici les résultats de ces formules et de celles qui donuent le travail quand 
on n’emploie pas l'expansion : les premiers supposent que l'expansion est poussée 
jusqu’à la pression du condenseur , qu'on a fait correspondre ici à jo‘. 
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Terapéra- 

1 

turc de la 
' formation* 

Pressions 
en’ atmos- 
phères. 

Quantités de travail dynamique pour 1( 
ni pertes de chaleur ni frottements , et que 
travail est Ici le dynaraode ou 1000 kit. él 

kil. de vapeur, en supposant qull n’y ait 
la condensation se fasse 4 40*. L’unité du 
vés » l«. » 

Sans employer l'expansion. 

En employant l’expansion. 

D'après la loi de 
dilatation des gai . 

le cocffidcut a 
étant de 0,00173. 

D’après la loi de 
Southern, en 
prenant le coeffi- 
cient de dila- 
tation a égal 3 0. 

D’après la loi de 
dilatation des gaz , 
le coeffldcnt a 
étant de 0,00373. 

D'après la loi de 
Southern , en 
prenant le coeffi- 
cient de dila- 
tation s égal 4 o. 

»oo- 

1 

16J* 

it» d 

4Ï5* 

460* 

122* 

S 

17V 

109 

533 

593 

135" 

3 

188 

171 

0i8 

000 

1MM 

4 

193 

172 

089 

710 

155' 

5 

109 

173 

729 

• 

750 

t6t%5 

6 

202 

173 

707 

784 

108* ’ 

7 

205 

174 

800 

812 

171“ 

8 

208 

174 

825 

832 


8i. Nous allons nous occuper d'une autre question très-utile que présente 
la théorie du- travail , c'est la recherche de celui qu’un courant de fluide peut 
communiquer à un corps qui se meut dans ce courant. Cette question est , en 
d’autres termes , la même que celle de la résistance des fluides, ou de la force 
qu'ils produisent contre un corps qu'ils rencontrent dans leur mouvement. 

Ce problème est trop compliqué pour qu'on puisse le résoudre en général; 
on ne s’eu est jamais occupé que pour le cas où le mouvement du corps étant 
uniforme, et celui du fluide étant devenu permanent par rapport au corps, on 
peut considérer ce mouvement commé s’opérant autour du corps par filets de 
formes constantes; encore n'a-t-on la solution de cette question que dans 
quelques cas particuliers, et eu faisant des hypothèses qui ne sont pas entière- 
ment exactes. Cependant, comme on arrive à des résultats assez d’accord avec 
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ceux que l'expérience a fournis, il est intéressant de voir comment In théorie 
peut aussi en rendre raison (*). 

Pour y parvenir, nous allons d'abord supposer qu’un lluide soit obligé de 
suivre un petit canal d'une section conslunte infiniment petite et d’une cour- 
bure quelconque , mais assez peu variable pour qu’on puisse admettre que les 
particules de ce fluide abandonnées à elles-mêmes, conservent des vitesses 
sensiblement constantes en se mouvant sans frottement dans ce canal supposé 
solide. Examinons à quelles actions celui-ci sera soumis en vertu des pressions 
qOe la force centrifuge du Quide produira sur chacun de ses éléments. Pour 
cela , cherchons , d’une part, les sommes des composantes de ces forces dans le 
sens de trois axes coordonnés, et d'une autre, les sommes de leurs moments. 

Soit r le rayon de courbure pour un point quelconque de la courbe formée 
par le canal : en désignant par s l’arc de cette courbe, ce rayon sera égal à l’u- 
nité diviséepar \/ (sir^) (<s0 (^7*) ' P°'*k l’ un 'té de vo- 

lume du fluide, u*sa vitesse dans le canal, et a la section de celui-ci. La force 
centrifuge pour un élément fluide contenu dans la longueur très-petite ds , 

ds. Les cosinus des angles que cette force fait avec les axes sont , 


sera « — 
gr . 
comme on sait , 




d," 


cTz 

’d?' 


donc les composantes suivant les trois axes, de la force centrifuge pour un 
élément , seront 


u' <Vx 

r.a — —r— ds , 
K ds » ’ 


«O , 

ita - — ds , 
g ds 


u* ePz , 
T ' a — ds. 

g ds 


Eu intégrant ces composantes par rapport à s pour toute l’ctendue de la courbe , 
et en désignant par «„ , y.; «, , fi, , y,, les angles que font avec les axes les 

directions dus éléments extrêmes, on aura 


(*) Toute la théorie de cet article et du suivant est analogue u celle que Lagrange a don- 
née dans le Recueil de Turin , année 1 784 , en admettant que les Cleti fussent courbés en 

arc de cercle. 

25 
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au au „ „ . au 

r. (cos j, — COi «„) , r. — (cos p, — COsJSJ , * — (COS7, — COS7J. 

g S g 

Ces sommes ne dépendent plus de la forme du canal, niais seulement des 
directions de ses éléments extrêmes. Nous allons voir qu’il en est de même pour 
les moments. * 

Pour un élément du canal, les moments estimés dans les plans coordonnés 
sont 


au 

g 


’ t <Vx <Cy \ au /' c[y Xi \ au’ / d * Xx \ 


Pour avoir la somme des moments, il faudra intégrer ces expressions par rap- 
port à s. Or, il arrive que les intégrales s'obtiennent indépendamment de la 

forme du canal, parce que l’expression J — x est la différentielle 
exacte de — jr — x. On aura donc, en intégrant entre les limites dont les 


coordonnées sont x„, j % , 5.; x,. y. 


T. — (j-.COt*. — X, COS X. cos ?J, 

n 

* • iï — (i, cosp, — y, cé«7.-!- s.cosp.+j'.cosv.K . 

O • 9 V. 

I ju 1 

t! (X, COS 7, — S, COS s, — V, COS 7, 4 " s . COS J,). 

8 i 

Ces expressions , comme les précédentes , ne dépendent que de la position des 
points extrêmes. 

L’ensemble de ces six dernières formules démolit reque toutes les forces centri- 
fuges dues au mouvement du fluide dans le canal, peuvent se remplacer par 

deux forces égales à n appliquées tangenticllcment au canal à ses deux ex- 
trémités, et dirigées du dehors au dedans. Ces deux, forces en effet auraient 
précisément les mêmes composantes et les mêmes moments que toutes celles 
qui sont dues au mouvement du fluide. Chacune d’elles ayant pour expression 

n , sera égale au poids d'un cylindre de fluide qui aurait pour base la section 
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a du canal, et pour hauteur — , ou le double de la hauteur due & la vitesse u. 

Si l’on veut évaluer la pression que supporte le canal dans le sens de son pre- 
mier élément, eu appelant « l’angle de déviation que fait le dernier élément 

avec le premier, on trouve facilement que cette force est ir —■ (i — cos«). Elle 

devient ait quand on a cosa= — i, c’est-à-dire quand le (luide sort du canal 
dans une direction opposée à celle qu'il avait en y entrant. 

82. Concevons maintenant qu'une veine d'un (luide incompressible ayant un 
mouvement horizontal , vienne rencontrer avec une vitesse u un plan vertical 
incliné d’un angle quelconque par rapport à la direction de celte veiné, et qui 
la dépasse de tous côtés de manière à obliger tous les filets à devenir parallèles 
à sa surface. Nous pourrons faire abstraction du poids du fluide, qui n’a pas ici 
d'influence sensible sur les vitesses ni sur la pression contre le plan vertical. 

Supposons que le mouvement soit arrivé à la permanence, c'est-à-dire que 
l'on puisse admettre que les molécules fluides qui passent par un même lieu 
ont la même vitesse, décrivent la môme courbe, et se meuvent comme si elles 
suivaient un canal solide. Nous admettrons aussi que, dans l’étendue delà cour- 
bure de ces canaux ou filets, la vitesse se conserve sensiblement la même, en 
sorte que les sections de ces filets seront coustunies dans cette étendue. Ces hy- 
pothèses sont assez d'accord avec ce que l'on observe dans le mouvement d’un 
fluide qui rencontre un corps fixe. En cflèt, si l’on examine de petits corps 
légers entraînés par le courant, on les voit décrire des courbes de formes con- 
stantes au même lieu, et l’on observe que les vitesses ne varient pas sensible- 
ment daus l’étendue de ces courbes, en sorte que les particules se meuvent 
comme si elles glissaient sans frottement daus de petits canaux de formes inva- 
riables. 

Pour trouver h l’aide de ces données la pression supportée par le plan, on 
peut employer deux considérations différentes : l’une qui peut ne pas paraître 
assez rigoureuse, mais qui a l'avantage d’être plus simple; l'autre qui est plus 
conforme aux principes de dynamique, et que, par cette raison , nous donne- 
rons aussi , quoiqu’elle soit un peu plus longue. Voici la première : 

Concevons des canaux rigides infiniment petits, dans lesquels les parties 
courbes de chaque filet fluide seraient obligées de se mouvoir, et supposons que 
ces canaux sans épaisseur soient posés les uns sur les autres : on ne changera 
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rien par là au mouvement des particules du fluide. Si l'on regarde comme assez 
évident qu’on ue changera rien non plus & la pression que le mouvement pro- 
duira contre le plan, on peut trouver facilement celte pression. En effet, ces 
tubes solides presseront le plan avec une force qui sera la composante normale 
au plan de la résultante des pressions auxquelles ces tubes seront soumis. Or, en 
vertu de ce qu'on a vu à l'article précédent , chaque canal peut être considéré „ 
comme sollicité seulement par deux forces appliquées tangentiellement à ses 
extrémités. L'une de ces extrémités étant parallèle au plan , les forces qu'elle 
introduit ne devront pas entrer dans la somme des composantes normales au 
plan; on n'aura donc à tenir compte que des forces appliquées & l'origine de la 
courbure de chaque filet. Celles-ci seront toutes dans la direction de la veine 

fluide; et comme chacune a pour expression n — , « étant la sectiou d’un fdet, * 

“Au* 

et * le poids de l'unité de volume du fluide, leur somme sera ir : — , A étant 

S 

la section totale de la veine. En désignant par a l’angle que le courant fluide 
fait avec le plan , la composante normale à ce plan aura pour expression 

t: — sin a : telle sera donc la valeur de la pression qu’il supporte. 

S 

Si l’on ne veut pas admettre, dans ce que nous venons de dire, que la sup- 
position des canaux solides ne change rien aux pressions sur le plan, voici un 
autre genre de considération qui conduit aux mêmes conséquences. 

Ainsi qu’on le fait dans tous les traités d'hydrodynamique pour trouver le 
mouvement des fluides , nous considérerons les forces données, qui seraient les 
poids des particules fluides, lorsqu'il faut y avoir égard; les pressions qui se 
produisent pendant le mouvement; enfin les forces totales, qui sont les résul- 
tantes de ces deux espèces de forces. 

Faisons toujours abstraction du poids du fluide, comme on peut le faire 
quand le courant a un mouvement horizontal et que le plan est vertical. 
Dans ce cas les particules fluides, abandonnées à elles-mêmes, ne reçoivent 
de forces que celles qui résultent des piessions qui se produisent pendant le 
mouvement, tant à l’intérieur qu'à l’extérieur : au nombre de ces dernières, il 
faut mettre la réaction produite par le plan. Les forces totales, c'est-à-dire les 
forces qui , appliquées à chaque élément , produisent , sans le secours des pres- 
sions , le mouvement qui a lieu, sont ici les forces qui retiendraient chaque élé- 
ment sur la courbe qu’il décrit. Les vitesses, étant supposées constantes, ces 
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forces sont normales à ces courbes et directement opposées aux forces centri- 
fuges. Comme elles doivent être , pour chaque élément , les résultantes des près 
sions qui agissent sur celui-ci , puisque nous faisons abstraction de la gravité, il 
devrait y avoir équilibre dans le tluide, si en laissant subsister les pressions 
comme elles existeul pendant le mouvement , et en supposant que les particules 
n’aient pas de vitesses acquises , on venait à leur appliquer des forces opposées et 
égales aux forces totales, c'est-à-dire à les soumettre aux forces centrifuges elles- 
mêmes. Si maintenant on suppose que dans cet état d’équilibre on solidifie le 
fluide en le laissant indépendant du plan, celle solidification ne changera rien 
à la pression effective que ce plan supporte. Or, d'après les règles de la sialique, 
celte pression, dans l'étal d'équilibre, devra être la somme des composantes 
perpendiculaires au plan, d'abord pour toutes les forces centrifuges qu'on sup- 
pose agir sur le fluide devenu solide , et en outre pour les pressions sur la surface 
extérieure du fluide qui ne touche pas le plan. Or, ces dernières pouvant être 
supposées égales à la pression atmosphérique , laquelle est ordinairement con- 
tre-balancée par la même pression qui agit derrière le plan, ou peut ne pas eu 
tenir compte : ainsi il ne reste à calculer que la résultantedes forces centrifuges. 
Pour cela on pourra composer d'abord toutes celles qui agissent sur un même 
filet; on trouvera ainsi comme précédemment deux forces langenlielles à ses 
extrémités, l'une dans la direction de la veine fluide, l’autre parallèle au plan. 
En réunissant enfin toutes les forces, on obtiendra pour la résultante perpendi- 

culaire au plan , l'expression rr sin a; A étant toujours la section du courant 

avant la déviation, 17 le poids de l'unité de volume du fluide, et a l'angle que le 
courant fait avec le plan. 

Ce résultat ne s’applique, comme nous l'avons dit, qu’à un plan qui dépasse 
la veine fluide, parce qu’il faut que tous les filets deviennent parallèles à sa 
surface. 

Pour le cas où le plau est perpendiculaire au courant, les expériences de 
Dubuat et Morosi donnent à un huitième près environ ce que fouruiL la for- 
Att* 

mule jt — . Un peut consulter à te sujet la Mécanique de Al. Christian , 1" vol., 

pag. 260 et suiv. Je ne conuais pas d'expériences qui puissent servir de vérifi- 
cation quand l'angle « n'est pas droit; car toutes celles qu'on a sur les chocs 
obliques sont faites dans d'autres circonstances que celles que nous avons ad- 
mises : ou bien le courant avait plus de largeur que le plan ,ou il n’était pas libre 
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de se dégager sur ce plan; ou encore celui-ci faisait partie d'une proue 
triangulaire ; ou enfin on n’a pas débarrassé les expériences de l'influence du 
poids du fluide ni du frottement contre les surfaces quand celles-ci deviennent 
grandes comparativement à la section de la veine. 

Ou pourrait appliquer la marche précédante pour trouver ta pression produite 
contre la concavité d’une demi-sphère d’un diamètre plus grand qu’une veine 
fluide qui vient la rencontrer. Alors chaque filet, se déviant de deux angles 
droits pour sortir de la demi-sphère, ou trouverait que la pression, dans le sens 

de la veine, est 2 rA c'est-à-dire le double de celle qui a lieu contre un 

plan perpendiculaire au courant : c’est en effet ce qui est confirmé par d'autres 
expériences de Morosi. 

Lorsque les mouvements ne se font pas horizontalement, et qu’on ne peut 
pas négliger l’effet du poids du fluide, tous les résultats précédents devraient 
être modifiés; d’abord parce que la vitesse n’est plus constante dans les filets, 
et ensuite parce que la section de ceux-ci ne l’est pas non plus. Mais comme or- 
dinairement dans les questions de ce genre qui sont applicables aux machines , 
les particules du fluide s'élèvent ou s'abaissent assez peu dans l’étendue des 
courbes de déviation des filets, la gravité ne modifie pas sensiblement la vitesse, 
et par conséquent la force ceutrifuge qui en résulte; en sorte qu’en calculant la 
pression sur le plan d'après une vitesse moyenne entre celles qui susbsistent 
dans l’étendue de la courbure, on ne commettra pas une grande erreur. 

Dans le cas où le plan n’est plus vertical , alors le poids du fluide aug- 
mente encore la pression qu’il supporte; mais il faut faire attention que ce 
poids ne commence à avoir de l'influence que pour la partie du fluide où le mou- 
vement éprouve une modification à ce qu'il aurait été sans la présence du plan. 
C’est ce qu’on verrait facilement par la considération de l'équilibre entre les 
pressions, les poids, et les forces opposées à celles qui produisent les mouve- 
ments qui ont lieu. Ainsi lorsqu’une veine fluide tombe verticalement sur un 
plan horizontal, une fois que le mouvement est arrivé à la permanence, la 
pression sur le plan pourra se calculer assez approximativement pour la 
pratique, d’abord en prenant pour la vitesse dans les filets courbes celle qu’a 
acquise le courant en arrivant sur le plan , et ensuite en ajoutant le poids de 
s tout le fluide qui se meut sur ce plan, et qui u’a pas l'aetéléralion de vitesse 
que produirait la gravité. 
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83 . Revenons maintenant au cas où l’on n’a pas besoin d’avoir égard au poids 
du fluide , et supposons qu'une surface plane est plongée dans un courant indéfini 
qui, au lieu d’être débordé par le plan comme nous l’avions supposé précédem- 
ment, le déborde au contraire de tous côtés sur une largeur assez considérable. 
Dans ce cas , on ne sait plus au juste, ni jusqu'où s’étendent les filets qui se dé- 
vient par la présence du plan, ni comment ils se dévient. On observe que, 
d’une part , ceux qui passent près du bord de la surface ne prennent plus une 
direction qui lui soit parallèle , et que d'une autre , des filets déjà éloignés de ce 
bord continuent encore à se dévier : en sorte que l’on ne peut plus trouver exac- 
tement la pression produite sur le pluu. Cependant, si l'on admettait que la 
portion du courant qui se dévie est limitée à un cylindre circonscrit à la surface 
plane , et que les filets se devient de manière à devenir parallèles au plan ; si l'on 
pouvait supposer encore que les pressions dans le fluide, sur l'enveloppe exté- 
rieure de ces filets , peuvent être négligées comme égales à celte qui a lieu der- 
rière le plan ; alors B désignant l’aire de ce plan , et a l'angle qu’il fait avec' la 
direction de la vitesse du courant, la pression produite normalement au plau 

serait irB ^ sin ’« : car il suffirait dans ia formule que nous avons trouvée pré- 
cédemment de remplacer A par B sin a. On sait trop peu jusqu'à quel point ou 
doit admettre ces suppositions pour qu’on puisse employer cette formule avec 
quelque confiance, hors des cas où elle pourrait être vérifiée pur l'observation. 

D’après les expéiiences de d’Alembert, Condorcet et Bossut , sur la pression 
produite contre une surface plaue qui se meut dans l’eau, cette formule donne- 
rait le double de la pression observée pour de petites vitesses de moins de i", 3 o 
par seconde, et pour de petites surfaces d'un à deux pieds carrés, inclinées sur 
le courant d'un angle compris entre 90° et 60". Mais comme, d'apres ces mêmes 
expériences, les pressions sont d'autant plus au delà de la moitié de ce que 
donne la formule , que les vitesses sont plus grandes , on peut présumer qu’elle 
devient plus approchée pour des vitesses un peu considérables, quand l'angle .a 
reste 90' et 60”. On peut croire aussi que la grandeur des surfaces ne serait pas 
sans influence sur l’exactitude de cette formule, comme Borda l'a observé pour 
le vent. Il serait à désirer qu'on refit, pour les courants d’eau, des expériences 
sur des surfaces plus grandes et des vitesses plus considérables. Au reste, il ar- 
rive heureusement que , dans le cas où le plan ne peut déborder le couraul , 
celui-ci ayant une grande étendue, on a moins besoin de traiter ps*i le calcul 
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des questions qui »e rapportent aux moyens d'économiser le travail : on ne s’eu 
occupe guère alors que pour ce qui regarde les moulins à vent. Quant aux sur- 
faces inclinées de moins d’un angle droit, on ne connaît pas non plus d’expé- 
riences directes qui soient faites assez en grand et avec assez de précaution , pour 

rien faire préjuger sur la formule nB ^ sin ’a. Cependant , ce qui pourrait y 

faire ajouter quelque confiance, c'est que nous verrons plus loin que. pour des 
vents parcourant de a" à 9 " par 1 ". et agissant sur des suifaces de ao“ carrés, 
inclinées sur ces courants, si l’on applique cette formule ainsi qu’une autre que 
nous donnerons pour la diminution de la pression derrière l’aile, on tombe sur 
des résultats plus approchés de l’expérience qu'on ne pourrait s'y attendre. Pour 
de petites surfaces et de petites vitesses, et pour de petites valeurs de l'angle a , 
on ne peut plus s'en servir. Ainsi , il faut tout «1 fait la rejeter pour des éléments 
de surface; et l'on ne peut l'employer & lu détermination delà forme du solide 
qui reçoit la moindre pression dans le sens du courant. 

84- Pour passer de la pression supportée par un canal solide , ou par un 
plan, lorsque ceux-ci sont immobiles ,. aux pressions analogues lorsqu’ils ont 
un mouvement rectiligne uniforme, on remarquera que les pressions dues aux 
forces centrifuges , et même au poids du fluide, s’il y a lieu d’y avoir égard , ne 
seront nullement changées si l'on communique à tout le système du courant et 
du canal, ou du plan, un même mouvement uniforme qui détruise celui qu’a- 
vait le canal ou le plan. Mais alors ceux-ci étant ramenés au repos , on rentrera 
dans le cas précédent, et l'on aura les pressions au moyen de la vitesse du 
couraut doué de ce nouveau mouvement, c'est-à-dire de la vitesse relative de 
ce courant , par rapport au canal ou au plan. 

11 sera faede maintenant de trouver le travail transmis, soit au canal soit au 
plan , dans l’unité de temps , en vertu de la pression qu’ils supportent. 11 suffira 
de prendre la composante de cette pression dans le sens de leur vitesse , et de 
multiplier cette composante par l’espace rectiligne qu'ils décrivent dans l'unité 
de temps. 

Ainsi concevons qu’un courant ayant une section A et une vitesse u , entre 
tout entier dans un canal solide qui ait lui-méme une vitesse v dans le même 
sens, et qui soit disposé de manière que son entrée étant dirigée dans le sens 
du courant, sa sortie fasse un aDgle « avec cette première direction d’entrée. 
Eu partant toujours de l’hypothèse que les vitesses relatives par rapport au 


• Digitized by Google 


— 201 — 


canal dans les fileta fluides restent sensiblement constantes , la pression qui sera 
produite sur ce canal , dans le sens de sa vitesse v , sera 


*A 


Pt-7'- 


COS 3). 


11 suffira pour avoir le travail que reçoit le canal dans l'unité de temps, de 
multiplier cette pression par l'espace v décrit pendant cette unité de temps, ce 
qui donnera 


/ u —ex* 

*A ^ ^ J e(l — COS a). 


Au lieu du travail reçu par le canal dans l'unité de temps, ou a plus souvent 
besoin de celui que produit une fois pour toutes le passage d’une quantité de 

p 

liquide dont le poids serait P et conséquemment le volume — ; alors il est clair 

qu'au lieu de multiplier la pression par la vitesse v , ou l'espace décrit dans l'u- 
nité de temps, il faudrait la multiplier par l’espace que décrirait le canal 

p 

pendant le temps que ce volume - met à y passer. Ce temps est égal à la lon- 

p 

gueur — divisée par la vitesse .d’entrée dans le canal qui est (« — y): il est 

P p v 

donc —7- Le chemin décrit par le canal est donc -7-7- , et consé- 

•kA (m — e) r *A(u — e) 

quemment le travail transmis devient 


2Pe(a— v) 

Si le courant , au lieu d’entrer dans un canal , arrive librement contre un 
plan incliné d’un angle a sur ce courant, et qui ait aussi une vitesse v dans le 
même sens que celle du courant, alors pour obtenir le travail transmis à ce plan 
dans l’unité de temps, on calculera d’abord la pression normale au plan qui est 

a A — — — sina , lorsqu'on peut négliger l'effet de la gravité ; on prendra la com- 
posante de cette force dans le sens delà vitesse, ce qui donnera nA ^ sin’ a ; 

ensuite on multipliera cette composante par l'espace décrit dans l'unité de 

96 
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temps, c’est-à-dire par v. On trouvera ainsi pour le travail transmis au plan 
mobile 


Au — e)’ v . , 
irÀ SID ». 


Si l’on veut le travail , non plus dans une seconde, mais pendant le temps 
qu’un poids P de fluide emploie à couler contre le plan , on mettra , comme 
précédemment , au lieu de la vitesse i > , le chemin que ce plan décrit pendant ce 


temps, c'est-à-dire 


r.M.U—v)' 


on aura, ainsi 


, P (u — 1>) v . . 

* sm ». 

g 

Si l’on compare les expressions du travail transmis par un. même courant, 
d’une part à un canjd mobile, et d’une autre à un plan mobile qui déborde ce 
courant ; on verra que , tant que l'angle * ne dépasse pas 90”, c’est la seconde 
qui l'emporte ; mais quand le canal force les filets à se courber de plus d uu 
angle droit, c’est toujours celui-ci qui reçoit plus de travail que le plan. 

Toute la théorie précédente est sans doute assez incomplète; comme elle 
suppose que les vitesses restent constantes dans les filets, elle ne serait rigou- 
reusement applicable qu’autant que ces filets auraient une courbure constante , 
et qu'ils resteraient dans des couches d’égales pressions, ce qui ne peut avoir 
lieu, surtout à l’origine de la déviation et au centre de la veine. Cependant, 
comme quelques expériences sont d'accord, à peu de chose près, avec les résul- 
tats précédents , on peut regarder comme suffisamment exactes pour la pratique 
les hypothèses qui les ont Tournis. 

Il serait à désirer néanmoins qu'on fît encore, pour les apprécier avec plus 
de certitude , des expériences précises , où l'on eût soin de ne pas sortir des 
dispositions que suppose chaque formule. 

Nous reviendrons plus loin, à la fin du deuxième chapitre, sur deux autres 
questions que présente encore la recherche du travail trajismis par un courant 
'fluide: l’une, pour obtenir le travail transmis à un vase mobile dans lequel 
entre une veine fluide; l’autre , pour trouver ce que reçoit un plan mobile par 
l'action d’un courant d’air , en ayant égard à la diminution de pression derrière 
le plan. Les considérations nécessaires pour résoudre ces problèmes, étant basées 
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sur l'application du principe de la transmission du travail au mouvement des 
fluides , dont nous parlerons seulement dans le chapitre suivant , nous ne pou- 
vions les exposer dans celui-ci , où nous nous sommes proposé seulement de 
donner le calcul du travail quand on connaît les forces , ou qu'on peut les 
trouver directement. 

. •: ... ... . ... . . . O 

« * V 1 , 

85. Dans l'évaluation de la variation de la somme des forces vives pour les 
mouvements permanents des fluides, on peut introduire une simplification 
analogue à celle que nous avons indiquée pour le calcul du travail des corps 
pesants, dans le cas où certains corps viennent prendre la place quiétait occupée 
par d’autres : c’est ce que nous allons montrer. > 

On appelle mouvements permanents ceux qui se font de manière ijue diffé- 
rents points matériels qui viennent passer au même lieu de l'espace prennent 
la même vitesse avec la même direction quand ils y sont arrivés; tel serait 
dans quelques cas le mouvement que présente l’écoulement des eaux , soit dans 
une rivière, soit dans un vase. 

Concevons donc , pour fixer les idées, que de l’eau sorte d’un bassin par une 
ouverture pour couler dans un canal horizontal, et qu’une source, amenant de 
nouvelle eau à la surface du bassin, entretienne le niveau constant de manière 
qüe le mouvement soit permanent. Pour appliquer l’équation des forces vives à 
une certaine masse d'eau, il faudra que cette masse soit formée au premier et 
au dernier instant des mêmes particules. Si, par excmplç. on considère au pre- 
mier instant un volume d'eau encore tout renfermé dans le bassin , il faudra 
examiner où est le volume des mêmes particules d'eau au dernier instant, pour 
prendre la somme des forces vives de ces mêmes particules, et en retrancher 
la somme des forces vives quelles avaient au premier instant. Mais il est clair 
que le volume commun aux deux espaces occupés par l'eau, au premier 
et au dernier instant, étant occupé par des particules qui ont les mêmes vi- 
tesses et les mêmes masses , la force vive de ces particules se détruira dans la 
soustraction; en sorte qu’il suffit de prendre la somme des forces vives des par- 
tioules qui sont sorties de l’espace occupé primitivement , et d'en retrancher la 


Voir la première partie (n“ *5 , 46 , 48 , 51 et 60 a 66). 
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somme des forces vives de celles qui occupaient la portion de ce même espace 
qui a été abandonnée par d’autres particules. Ainsi, dans ce cas il faudra 
prendre la somme des forces vives qu'a le fluide écoulé hors du vase pendant le 
temps que l’on considère, et en retrancher la for<^f vive qu’avait une portion de- 
fluide occupant une tranche horizontale a la partie supérieure du bassin , et 
ayant un volume égal à celui qui s'est écoulé. 

86. Nous allons examiner maintenant comment il faut interpréter l'équation 
générale des forces vives lorsque tout le système des corps auxquels on veut 
l’appliquer participe à un mouvement uniforme tout à fait obligatoire, et qu'on 
ne tient pas compte de ce mouvement, comme cela arrive & la surface de la 
terre , où l'on fait abstraction de son mouvement propre , ou comme cela arrive- 
rait pour une machine placée sur uu bateau ayant une vitesse uniforme qui ne 
serait pas sensiblement altérée par la machine. 

L'équation générale des forces vives se déduit de l’équivalence entre les forces 
données et les forces totales; ces dernières étant, comme nous l'avons dit, celles 
qui produiraient sur chaque point, sans le secours des pressions, lesmouvements 
qui ont lieu : cette équivalence s’exprime à l'aide du principe des vitesses vir- 
tqelles. . , 

Nous avons dit que lorsque les conditions qui assujettissent les points maté- 
riels qui forment une machine, étaient dépendantes du temps, on ne pouvait 
plus prendre les vitesses effectives pour vitesses virtuelles ; celles-ci doivent ré- 
sulter alors de la supposition où le temps ne varierait pas dans les conditions de 
liaisons. Aiusi, dans le cas où ces conditions obligent les points fixes de la 
machine & avancer nécessairement d'un mouvement uniforme dans un certain 
sens, il faut prendre pour vitesses virtuelles celles qui résulteraient de la suppo- 
sition où ces points fixes cesseraient de se mouvoir, et redeviendraient réelle- 
ment immobiles. Si donc , on suppose un observateur entraîné avec la machine , 
et ne pouvant s’apercevoir de son mouvement de translation, les vitesses effec- 
tives, pour cet observateur , pourront être prises pour vitesses virtuelles. 

Désignons par x,jr, z les coordonnées d’un point matériel quelconque de la 
machine , rapportées à des axes fixes dans l'espace , et par ? , ti , Ç les coordonnées 
du même point pour des axes qui participent au mouvement commun qui doit 
se produire nécessairement: ces coordonnées seront celles des positions des 
points pour un observateur qui ne tiendra pas compte du mouvement commun. 
Désignons par ds , ds' , etc. , les éléments des arcs décrits dans le mouvement 
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relatif par les points où sont appliquées les forces données, soit mouvantes, soit 
résistantes. Représentons toujours par P et par P' ces deux espèces de lorees 
décomposées suivant les éléments ds et ds’. Si p désigne le poids d’un point 
matériel quelconque du système, les composantes des forces totales suivant les 
axes, c'est-à-dire de celles qui, saus le secours des pressions, produiraient les 

mouvements qui ont lieu , seront • Pour exprimer uné des con- 

ditions d’équivalence entre les forces données et les forces totales , on peut 
employer pour vitesses virtuelles, dans le principe général de Statique, les 
vitesses relatives ds, ds', etc.., ainsi que celles dont les projections sur les axes 
sont dn, dt,. Pour former les quantités de travail virtuel élémentaire des 
forces totales, on pourra substituer à la force totale les trois composantes 
p iTx p d’y p (Vz . 

-tt, g dp' “ ~df ’ et comm Ç * es vitesses virtuelles qui leur correspondent 

out, pour projections sur les axes, di, dt , , le travail virtuel élémentaire de 

l'une de ces forces totales deviendra? 1-? dr, + - En sorte 

S <* S ,lt „ g dt 

qu’une des équations que fournit l’équivalence entre les forces données et les 
forces totales, sera 

s r,/.-,P (£* + §,,, + £,«) • 

Le mouvement commun à toute la muchine peut être supposé parallèle à 

l’axe des x ; comme il est uniforme, ou ar = «t + ( et j—i 3=Ç. On en 

, d’x d'i dy d'n tTz <C\ ... , „ . 

conclut jp< JJ — jp.t jf' — jp> substituant dans I équption ci-dessus, 

ou trouve ■ • , 

Mais, en désignant par v l’une quelconque des vitesses dans le mouvement 
relatif, on a 

, <$’ dn’ dt; d’n -d*c L 

v = 1ï + dé+\dt" dou vdy ^dT’ ai + dT^+^Ü’ dit . * 

. , ..... "V-v . 

d vient donc * 


. . V • 


v» 


ys 
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Eu intégrant cette équation par rapport au temps, et en représentant par p, la 
valeur de la vitesse v pour le premier instant , on trouvera 

- t fPdi - \fYdi = — î^-. 

* * 

Cette équation, par rapport au mouvement relatif, est entièrement semblable 
à l'équation des forces vives que nous avons déjà établie pour le mouvement 
absolu dans l’espace.' Elle démontre donc cette proposition, que, dans le cas 
• Qu tous les points fixes d'une machine sont entraînés d'un mouvement uni- 
forme et rectiligne dans F espace , les principes, sur la transmission du travail 
ont encore lieu pour te mouvement relatif seulement. Ainsi , par exemple , 
comme à la surface de la terre, le mouvement de tous' les points qui y sont 
invariablement fixés peut être considéré comme nécessairement uniforme, on 
peut dire que le principe de la transmission du travail a lieu sans qu’on ait à 
considérer le mouvement propre dé la terre. Il en serait de même sur un 
vaisseau qui aurait un mouvement sensiblement uniforme: on jieut appliquer 
l'équation des forces vives à une machine qui y serait placée , sans tenir, compte 
du mouvement du vaisseau. 

87. Ou peut appliquer ce même principe au mouvement d’un point matériel 
sur une courbe ou dans un canal infiniment étroit, auquel ou donne un mou- 
vement rectiligne et uniforme tout à fait obligatoire : les principes déduits de 
l'équation des forces vives auront encore lietf en faisant abstraction du mouve- 
meut du canal. Ainsi, lorsqu’il n’y a pas de frottement sensible dans ce canal, 
et qu’il n’y aura d'autres forces que la gravité , le point y entrant avec une 
certaine vitesse relafivc, s’y clèvcra à la hauteur due à cette vitesse, et lorsqu'il 
redescendra, il prendra les mêmes vitesses en repassant aux mêmes hauteurs 
relatives. Si le canal est tout entier dans un plan horizontal, le point y conser- 
vera partout sa vitesse relative. 

88. «En partant, de la remarque précédente, on retrouve l’expression que 
nous avons donnée par d'autres considérations à l’article (84), pour le travail 
transmis par un courant iluide.qui circule dans un canal mobile, en supposant 
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toutefois ce canal horizontal , pour pouvoir négliger l’efl'et 00 poids du liuufe ; 
ou bien en le supposant assez peu étendu pour que les vitesses relatives puissent 
ne pas y être sensiblement altérées par la gravité (*). 

Conservons les mêmes notations qu’à l’article (84), c’est-à-dire désignons 
par u la vitesse du courant , par v celle du canal qui est dirigée suivant la même 
ligne, et par a l'angle que fait la dernière direction du canal avec la première 
qui est celle des vitesses u et p. 

Concevons d’abord une seule particule, entrant dans le canal avec une vitesse 
absolue u et avec une vitesse relative u — u, quelle devra conserver en sortant 
dans une direction qui fera un angle a avec celle du mouvement du canal: 
cette particule alors aura en outre la vitesse p du canal qui l'entraîne dans son 
mouvement; donc elle possédera en définitive une vitesse qui, dans (e sens 
horizontal parallèle au mouvement du canal, sera v + (u — p) cos Si l’on 
désigne par fi ’et-y les angles que fait le dernier élément du canal avec deux 
autres axes fixes perpendiculaires à la direction de la vitesse p du canal , le carré 
de la vitesse de la particule en sortant du canal sera 


ou Lien 


je -f- (U — »•) COS a]’ -f- \U — e)*CO*' P -+- (« —•>)’ COS* 7 , ’ 
p’ + (u — p)‘ -h 2 (U — ’e) y COS a. 


Eu désignant le poids de cette particule pur p , et remarquant quelle avait eu 
entrant dans le canalla vitesse u , on trouvera que la force vive qu’elle a perdue 
est * 

lt t • ^ 

y- [u 1 e’ (u — , e)* — 2 (u P) P COS a] £ 

3g - 4 . < V* •*' 


ou bien en réduisant 


pv (u— p) 
S 


(1 — cnsa>. 


Remarquons maintenant qae bien qu’assujettir la particule à rester sur le 
canal V-n mouvement, ce soit établir une liaison dépendante du temps, néan- 
moins on peut se débarrasser de cette liaison pour revenir à appliquer le 


(■) Ceqiti luit m’a été suggéré par une considération de M. Poncelet, dan» son Vêmoire 
ulr le t roues à palettes courbes. 
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principe de la trdtëmission du travail au véritable mouvement absolu dabs 
l'éspacc. lin cflclgla condition de l'assujettissement de la particule à rester sur 
le canal, revient à l'action d'une certaine force qui agit sur celte particule 'dans 
~ une direction toujours 'normale au canal. Si l’on remplace ce canal par cette 
force , alors b - principe delà transmission du travail est applicable au mouvement 
absolu , puisqu’il a y a plus de liaison dépendante du temps et que la particule 
redevient un point matériel libre. On peut donc assurer que le travail résistant, 
produit par cette force normale sur ce point mobile , est égal à la diminution 
de sa force vive. Ainsi , l'expression ci-dessus est la valeur du travail résistant 
produit pair le canal sur la particule mobile. Comme la pression que celle-ci 
exerce sur le canal est égale et opposée il celle que le canal produit sur elle, le 
travail moteur reçu par le canal sera égal au travail résistant produit sur la 
particule, c'est-à-dire à 

(l-eos.). 
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Si l’on veut avoir le travail transmis, non plus par une particule d’eau, mais 
par toutes celles qu'un courant animé de la vitesse u dans la même. direction 
que*’, fait entrèr dans le canal, toujours dans l’hypothèse où celui-ci est sensi- 
blement horizontal , il suffira do remplacer le poids p par celui de tout le fluide 
qui entre dans ce canal. En désignant ce poids par P, on a donc pour ce travail, 
l’expression • 

p üiïrü) (» îé; cos «). 
g 

Si, au lieu du travail transmis par un poids P de fluide, on voulait celui 
qui est produit dans l’unité de temps par le courant, en désignant par a la 
sectiomdu canal , et par u le poids de l'unité de volume du liquide, on rem- 
placerait P par le poids de ce qui entre dans l’unité de temps, c'est-à-dire par 
n a (à — v), et le travail deviendrait alors 

« ; -<"-r^' ( t-co..) n 


Ci II est facile de Conclure de l'eipression de cc travail , la pression totale à laquelle le 
canal considéré comme un corps solide , est soumis dans le sens de son mouvement. l?n 
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Ces deux expressions sont semblables à celles que nous avions trouvées précé- 
demment pour le même cas (article 84 )• 

L’expression du travail transmis au canal par une seule particule s'étendrait 
au cas où celui-ci n'est pas horizontal , pourvu que la particule, après être 
redescendue, soit par la même branche, soit par une seconde, ressortit au 
même niveau relatif où elle est entrée, pour quelle reprit ainsi, en quittant le 
canal, la même vitesse relative u—v. Mais il fautbien prendre garde que, dans 
ce cas, on ne passe plus avec autant de généralité du travail produit par qpe 
particule à celui que transmet un courant. D'abord il faut admettre pour cela 
que le fluide s'élève par une branche et redescend par une autre , ou au moins 
que le canal est assez large pour qu'il s’y établisse un courant ascendant et un 
courant descendant qui ne se gênent pas l'un l'autre. En outre, comme les 
vitesses se ralentissent è mesure que le fluide s'élève, il faut que le canal ait, 
dans le haut , une largeur suffisante pour que la colonne liquide s’élargisse en 
vertu de ces diminutions de vitesses, sans quoi le courant serait gêné à son 
entrée dans le canal^ et ne pourrait commencer à s’élever avec la vitesse rela- 
tive u — v. Or ces conditions ne peuvent être remplies dans la réalité quand 
on fait élever et redescendre le courant dans un même canal où le mouvement 
ascendant est gêné par le mouvement descendant. Elles ne peuvent guère 
s'appliquer qu'au cas où l’on fait entrer isolément et par intervalles de très- 
petites musses de liquides qui montent et descendent librement; ou bien pour 
le cas d'un courant continu, lorsque le canal a une branche descendante, et 
qu'il est assez élargi dans la partie la plus haute pour que les vitesses y dimi- 


effet, ù P est cette force, le travail transmis dans l'unité de temps est Ps>, puisque P est 
estimé dans le sens de v ; on a donc 

•_ v (u — v)‘ 

Pv= *a -i — (t — cos«) ( 

g 

d'où en û tant le facteur commun v , 

p-ira !î^£(|_eos«)i 


expression qui est semblable à celle que nous avons trouvée à l'article 81 . 
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nuent, sans empêcher que le fluide ne prenne il son entrée la vilea.se u — v, 
comme si chaque particule était isolée. 

89. Nous allons revenir encore sur l'extension qu'on peut donner à l'équa- 
tion des forces vives, en démontrant que celte équation a lieu aussi dans un 
système libre de se transporter dans l'espace dans toutes les directions , lorsque 
l'on ne considère que le mouvement relatif par rapport à des axes de directions 
constantes passant par le centre de gravité. Nous donnerons cette proposition 
plutôt comme complément de la théorie que comme un principe dont nous 
ayons à faire usage dans cet ouvrage; en sorte que, si l’on ne cherche que ce 
qui est le plus immédiatement applicable à la pratique , on peut ne pas s'ar- 
rêter b ce qui termine ce chapitre. 

Supposons que l’on considère un système libre, c’est-à-dire un système tel , 
que les points mobiles n'aient que des liaisons entre eux , sans en avoir aucune 
par rapport à des corps fixes ; en sorte qu'un point quelconque du système pris 
à volonté puisse toujours se mouvoir dans tous les sens. Ce cas se présente, par 
exemple, pour une machine à vapeur placée sur un hateai^, lorsque l’on com- 
prend le bateau dans le système : il est clair en effet que l'ensemble de la ma- 
chine et du bateau forme un système de points qui sont libres de se mouvoir 
dans tous les sens. 

Désignons par X , Y, Z les composantes suivant les axes des forces mouvantes 
et résistantes qui sont appliquées aux différents points du système; par x,y, z 
les coordonnées de ces points par rapport à des axes fixes dans l'espace. En 
vertu de ce que les quantités de travail élémentaire Vds , l?'ds' moteur et résis- 
tant peuvent être comprises daus l'expression Xdx -t-Xdy + Zdz , l’équation 
des forces vives peut s’écrire ainsi , 


:/ (X<£r+ Ydv+ Z di] = 




Pour transformer cette équation , représentons par Ç, », ç les coordonnées du 
centre de gravité, et par x\f s' les coordonnées des points du système, par 
rapport à trois axes parallèles aux axes fixes et passant par ce centre de gravité. 
On aura 

•v = ï + y, y — * 4 -y, * — t -f *v , 

et par suite 


dx = tlf 4- dxf , dy = dr. 4* ày , dz = d, 4- dz 
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Désignons par V la vitesse du centre de gravité , et par v' la vitesse d’un point 
quelconque par rapport aux axes mobiles qui se transportent avec ce centre ; 
par V, et t>'„ ces vitesses au premier instant. En vertu de ce que nous avons 
démontré (article /j8, i" partie) , au sujet de l’expression de la force vive totale 
on aura (*) , en désignant par P la somme totale des poids p, 




2«r 


’-fc 


pif’ 

Substituant dans l’équation des fôrcea vives cette valeur de 2 et une toute 
semblable pour 2*— f ; substituant aussi celles de dx, dy , dz , on trouvera 

“D 

PY* PV * m/ 1 nu '* 

i/[x ( ^+Ao+Y(A+dr')+z(^+^]-= ^ — ÿ-+ I V _ï ^ 

Comme les dilTérenlielles </; , dr , , dx, sont les mêmes daus tous les termes de 
la somme indiquée par le signe 2, on peut écrire cette équation de la manière 
suivante , 

PV* PV * nu" nu n 

f{zX)J- i +f(i\\j r .+fiiZ)Jï+ïfxJx+zf\dy+ifz.dz= — — 

On démontre dans tous les traités de Mécanique, que pour un système libre 
comme celui dont nous nous occupons, le point géométrique où se trouve le 
centre de gravité de tous les corps qui font prtie du système se meut comme 
un point matériel qui aurait pour poids le poids total du système, et qui serait 
sollicité par la résultante de toutes les forces qui produisent le mouvement , en 
supposant qu’on les ait transportées à ce point parallèlement à elles-mêmes. Ici 
les composantes de cette résultante seront, dans le sens des axes fixes , 2X , 2Y, 
1Z. Or, dans le mouvement d’un point matériel libre, le travail dû b toutes 
les forces, tant mouvantes que résistantes , est égal b l’accroissement de la force 
vive; il faut donc que le travail dû aux forces 2X, 2Y, 2Z , appliquées au point 


(*) Od n'a point à considérer la troisième partie de la somme des forces vives due à le- 
branlement. 
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matériel fictif qui aurait pour poids P, soit égal.* l’accroissement de la 

PV* PY * 

force vive de ce point, c’est-à-dire à — Or ce travail est égal à 

+ f (lY)dr, + f{ll)cb,i puisque d{, , dr, , dx, sont les projections de 
l’arc élémentaire décrit par le centre de gravité; ainsi on a 


_ PV* PV * 

/(IX) + / '(»Y) dr, +./(* Z) de. = — ÿ- 

lictranchant cette équation de celle des forces vives , comme nous venons de 
l'écrire plus haut, il restera 


X f (Xdx' + Y dy -(- ldi) 




Celte équation , par rapport au mouvement relatif, est tout à bit semblable 
à l'équation générale des forces vives pour le mouvement absolu ; en effet 
/(X<£r' + Yrff'-f- Z dz') est le travail moteur et résistant qui serait produit 
par les forces dont X, Y, Z sont les composantes, si les points auxquels elles 
sont appliquées avaient pour coordonnées dans l’espace x', y’, z'; c’est-à-dire 
que c’est le travail pour un observateur qui ne tiendrait pas compte du mouve- 


ment de translation du centre de gravité. D’un autre part , 




ex- 


prime la variation de la somme des forces vives, en ne l’évaluant que pour les 
vitesses relatives par rapport aux axes qui passent par le centre de gravité. Ainsi, 
les principes déduits de [équation des forces vives ont encore lieu pour un 
système se mouvant librement dans C espace, lorsque les vitesses et les che- 
mins décrits sont évalués par un obsen-ateur qui ne tient pas compte du 
mouvement de translation du centre de gravité, mais seulement du mouve- 
ment des points du système par rapport à trois axes de directions constantes, 
entraînés avec ce centre (’). 

En appliquant ce théorème à une machine sur un bateau , on en conclut 
qu’un observateur placé sur ce bateau , et qui ne tiendrait compte que des vi* 
tesses relatives à des axes de direction constante passant par le centre de gravité 


O Cette proposition ic tiuuvc dans la Mécanique analytique de hajtrange. 
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«lu bateau , peut appliquer aux mouvements qu'il observe les principes que 
nous avons déduits de l'équation des forces vives : il lui suflira de tenir compte 
de toutes les forces qui produisent le mouvement du bateau et de la machine. 

S’il se produisait à la surface de la terre des mouvements capables d'en 
ébranler une portion, on pourrait appliquer à cet ébranlement les principes 
déduits de l'équation des forces vives, en ayant égard seulement au mouvement 
diurne de la terre, et sans tenir compte du mouvement annuel. 
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CUAP1TRE 11. 


Oimmcnt le principe de la transmission du Travail s'étend au mouvement des liquides. — 
Application à l'écoulement de l’eau par un petit orifice. — Du Travail transmis à un vase 
mobile dans lequel entre une veine fluide. — Comment le principe de la transmission du 
Travail s'étend au mouvement des fluides élastiques. — Application à 1 écoulement des 
ga i - — Travail qu'exigent les Machines souillantes. — Du Travail produit par le vent 
sur un plan mobile. 

1 * 

• •• . o. 

4 

go. Après avoir exposé ce qui se rapporte aux applications du principe sur 
la transmission du travail, b des corps solides, il nous reste b montrer comment 
le même principe peut s'appliquer encore aux fluides incompressibles d’abord , 
et ensuite aux fluides élastiques. 

On peut regarder un fluide incompressible comme formé d'une réunion de 
particules matérielles , solides, lesquelles glissent les unes sur les autres avec un 
frottement presque insensible. L'équation des forces vives s'appliquant b un 
ensemble de corps solides, réagissant les uns sur les autres, en quelque nombre 
qu’ils soient , sans qu’on doive tenir compte des réactions, autrement que par 
les frottements quelles produisent; il en sera de même d’un fluide incom- 
pressible. Pour lui appliquer l’équation des forces vives ou les principes qu’on 
en. déduit, on n’aura pas b y faire entrer les pressions intérieures que les par- 
ticules fluides exercent les unes sur les autres: il suffira, lorsqu’il s’agit d’un 
fluide pesant , par exemple , de mettre au nombre des forces mouvantes ou 
résistantes, les poids des particules et les pressions qui poussent extérieurement 


(*) Voir la première partie (o“ 47 , 49, 50, 52 à 55 et 57). 
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les parties mobiles de l’enveloppe de la masse, et d'ajouter ensuite daus l’é- 
quation un terme négatif pour le travail résistant dû au irottcment. A la vérité, 
celui-ci ne sera pas connu en général, mais au moins on sait par expérience 
qu'il est assez faible dans certains cas, et l'on peut ramener diverses recherches 
expérimentales à celles de cette perte de travail due aux frottements entre les 
particules de fluide. 

Les fluides réputés incompressibles ne peuvent être considérés comme une 
réunion de petits corps solides qui maintiennent constants certains volumes, 
qu’autant que les forces qui leur sont appliquées ne varient pas trop rapidement 
pour devenir très-considérables. Dans le cas de certains chocs , le fluide qu'on 
appelle incompressible se comprime néanmoins , et l’on doit alors revenir à le 
concevoir comme un ensemble de points matériels, exerçaul entre eux des 
répulsions mutuelles. Ces cas sont assez rares ; car en vertu même de la fluidité, 
la rencontre d'un fluide avec un autre corps en mouvement ne produit pas 
ordinairement d'assez grandes forces, sflr une grande étendue du fluide, pour 
qu’on ait jamais besoin d'avoir égard à sa compressibilité; elle ne serait en jeu 
que pour des chocs avec de* vitesses qu’on n'a guère occasion de considérer , ou 
pour les cas où le liquide serait contenu dans un vase fermé dont les parois, 
exercent des pressions éuormes. Ainsi , dans les questions qui concernent ordi- 
nairement les machines , on peut regarder l’eau comme un fluide incompres- 
sible. 

91 . Nous allons appliquer les considérations du n“ 58, au mouvement per- 
manent de l’eau qui sort d'un vase pour s’écouler par un orifice assez petit pour 
qu'on puisse regarder toutes' les particules fluides qui y passent comme ayant 
la même vitesse. Nous supposerons qu'à la sortie de cet orifice , la veine ait 
dans une petite étendue la forme cylindrique, et qu'ainsi toutes les vitesses y 
deviennent parallèles: c’est la section dans cette partie cylindrique que nous 
appellerons Torifice. Pour qu’on se représente mieux cette supposition , nous 
pourrons concevoir qu’à partir du point de la veine où les vitesses commencent 
à être parallèles, on lu fasse entrer dans un canal cylindrique dont la section 
sera précisément celle de la veine en ce point. Nous allons retrouver facilement 
la formule connue pour le mouvement , lorsque les vitesses ne varient plus avec 
le temps et que l’écoulement est devenu ce qu'on appelle permanent. 

Etablissons l'équation des forces vives pour une niasse d’eau formée de ce qui 
est contenu dans le vase et dans le canal jusqu’à l'orifice, et suivons cette masse 
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dans son mouvement , a mesure qu'une portion s'avance dans le canal , et 
tandis qu’une autre descend dans le vase. Les forces mouvantes sont ici, le poids 
du fluide et la pressiou à la superficie supérieure; les forces résistantes sont la 
pression sur la surface qui forme dans le canal le sommet du volume qu’on y 
considère, et en outre les frottements. 

Désignons par P le poids de l’eau écoulée pendant un temps lrès>-petit, At , 
et par h la hauteur verticale, entre le centre de gravité du nouveau volume 
d’eau qui s'est avancé dans le canal et le ceotre de gravité d'une tranche d'un 
volume égal à la surface supérieure du liquide dans le vase. Comme ce dernier 
volume a très-peu d'épaisseur, la hauteur h sera sensiblement égale b la distance 
verticale entre la surface supérieure du lluide et le centre de la veine qui s'é- 
coule. D'après ce que nous avons établi , article 69 , le travail moteur dû au 
poids de toutes les particules fluides que nous considérons sera exprimé par P h. 
Représentons parr. la pression atmosphérique qui agit sur une unité desuriàce 
à la superficie supérieure du fluide ; par a . sa section , et par u. les vitesses 
sensiblement constantes qui ont lieu à cette superficie. Le travail moteur , dû à 
cette pression, sera v,a,u,At. Désignons par tr la pression pour une unité de 
surface qui serait pressée comme le sont les points de la tranche qui termine le 
volume que l’on considère dans la veine d’écoulement ; représentons par a la 
section de cette veine , là où les particules se meuvent bien parallèlement ; et 
enfin par u la vitesse qui a lieu dans cette veine. Le travail résistant, dû à la 
pression * pendant le môme temps At , sera tauAt. Si nous désignons enfin 
par T le travail résistant dû aux frottements, le travail total sera: 
P h ■+■ ■x„a„u„At — r.uuAt — T. Pour calculer l’accroissement de la force vive , il 
suffira , comme nous l’avons remarqué à l’article 85 , de retrancher de celles des 
particules comprises dans ce volume nouvellement avancé par en bas , celles des 
particules qui étaient dans le volume abandonné en haut du vase : P étant le 
poids commun à ces deux volumes égaux de fluide , on a pour l’accroissement 

de la force vive P P — . Le principe de la transmission du travail donnera 

• % 2 g r r 

donc 

PA r 'd'U'M — nautU—T ss P 

On pourra simplifier cette équation en remarquant que le canal d’écoule- 
ment ayant peu de hauteur, la pression neutre les particules fluides, lorsqu’on 
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y suppose le mouvement rectiligne et uniforme, sera très-peu différente de la 
pression atmosphérique j:„ qui s'exerce à la superficie du vase. D’autre part, le 
volume de la masse totale du fluide que l’on considère restant constant, la 
portion de ce volume qui avauce en bas est égale à ce qui est abaudonné paï- 
en haut; on a donc a.u„M — ttuAf. Ainsi, dans l’équation précédente, les deux 
termes r.„au a \t et r.aitAt se détruisent. Si l’on admet en outre qu’il n’y ait pas 
de frottements sensibles , on trouvera " 



Pk=p (rîr)'. ' • 



i ' T - ' . r 




ou la formule connue 

. . .u. . , . 

'1 


. * ’ 

ïgh = u’ — «%. 




Les suppositions précédentes n’étant pas très-exactes , il n’est pas étonnant 
que l'observation ne confirme pas tout à fait ce résultat. 

Les différences peuvent provenir, i ” de ce que dans ces expériences on ne 
mesure pas la section de la veine en un point où tous les filets soient parallèles, 
et où l’on puisse regarder la pression dans toute cette veine comme égale à celle 
de l’atmosphère ; a" de ce qu’on néglige les frottements, soit dans le vase, soit 
dans le canal ; 3* enfin , de ce que l’on suppose que toutes les vitesses sont 
égales dans la veine. 

Quand on veut comparer les résultats de l'expérience et ceux que donne la 
formule , on mesure la vitesse u en observant le volume d’eau écoulé dans l’u- 
nité de temps, et en divisant ce volume par la section de la veine. Si l'on 
désigne cette section par a, qu'on représente par u la vitesse d'un filet fluide 
dont la section est da ; la vitesse moyenne déduite de l'observation , quand les 
vitesses ne sont pas les mêmes pour tous les filets de la veine d’écoulement, 

sera /_. Celle qui donnerait la force vive qui doit être introduite dans la 

formule précédente, est P étant le poids de l'eau écoulée dans l'unité 

de temps, et p le poids aualoguc pour un filet élémentaire de la veine. Or, le 
poids p d’un filet fluide, dont toutes les parties ont la vitesse «, est proportion- 
nel au volume de ce filet , c’est-à-dire à utùi; en sorte qu'on peut remplacer p 
par uda , et P par fudii. La vitesse moyenne qui conservé l’exactitude à l’é- 

28 
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• / /n*da 

V fuda 


Celle expression di fFfere en général de la vitesse moyenne déduite de l'observa- 

/ uda .. 


9a. Mous appliquerons encore le principe de la transmission du travail, 
dans le mouvement des liquides, il une question qui complétera ce que nous 
avons dit dans le chapitre I, sur le travail que peut transmettre une veine 
fluide, et qui trouvera son application immédiate dans la théorie des roues 
hydrauliques. 

Nous allons chercher le travail que reçoit un vase mobile daus lequel eulre 
un courant ou une veine fluide, dont les particules restent ensuite quelques 
instants dans ce vase, celui-ci étant supposé assez grand pour contenir ce que 
fournit le courant pendant un certain temps. 

Supposons d’abord qu’une veine fluide , ayant une vitesse u , entre dans un 
vase immobile; désignons par P le poids de l’eau qui arrive ainsi daus le vase 
pendant l’unité de temps. Le liquide, après avoir conservé du mouvement 
dans le vase, en tournoyant pendant quelques instants, finira par y perdre ce 
mouvement en totalité, et tout le travail que possédaient les particules qui 

• u i 

sont entrées pendant l'unité de temps, c’est-à-dire toute la force vive P — ? , sera 

absorbée par les frottements dus aux mouvements de l’cati , et par les ébranle- 
ments qui pourront se propager au vase et à ses supports. 

Concevons maintenant que la même veine fluide , dont toutes les parties sont 


(*) En supposant que la vitesse décroisse du centre à la circonforcoce d’une veine circu- 
laire , suivant la loi des ordonnées d’une parabole, on trouve que la vitesse qu'il faudrait 
«ubstituer à celle qui est fournie par la quantité d’eau écoulée , est représentée par l’hypo- 
ténuse d’un triangle rectangle dont nn des côtés est cette dernière vitesse , et l’autre la moitié 
de la différence qu’il y a entre la vitesse au centre, et celle qui a lieu à la circonférence de 
la veine. 


Digitized by Google 


» 


— 319 — 


toujours animées d’une vitesse u, arrive dans un vase qui ne soit plus immo- 
bile, mais qui possède déjà , dans le même sens que u, une vitesse v bien uni- 
forme et tout à fait obligatoire. Examinons quel sera le travail que recevront 
les parois du vase dans l’unité de temps, par suite de la pression qu’elles éprou- 
veront de la part du fluide qui y entre. Nous ferons abstraction de la pesanteur, 
en sorte que nous ne traiterons d’abord que du mouvement horizontal. Si l'on 
voulait ensuite considérer. un mouvement vertical, il serait facile d’avoir égard 
au poids du fluide contenu dans le vase. 

, En vertu du principe sur la transmission du travail, celui que recevra le 
vase dans l'unité de temps sera égal à la force vire de l’eau qui y entre pendant 
ce temps, diminuée de la force vive qui reste b l’eau dans le vase et du 
travail perdu par les frottements et les ébranlements cherchons d'abord b‘ 
évaluer cette perte. Nous remarquerons, pour cela, qu’elle ne dépend que des 
mouvements relatifs des particules entre elles et par rapport au vase; elle ne 
changerait certainement pas si l’on donnait à l’ensemble du vase et du fluide 
un mouvement commun quelconque, par exemple, une vitesse égale et 
opposée b celle du vase. Mais alors celui-ci deviendrait immobile, et l’esu y 
arrivant avec une vitesse u — v, y perdrait dans l’unité de temps un travail qui 

serait P ~~ v ' > - ; donc cette expression est aussi la mesure de ce qui est perdu 

* 1 , . * 

par les frottements et les ébranlements, si l’on ne donne pas un mouvement 

commun au courant et au vase, et qu’on laisse b celui-ci la vitesse u dont nous 
l’avions supposé animé. 

La force vive de l’eau qui entre dans le vase pendant l’unité de temps, avec 
u* . 

une vitesse u, est P — ; la foroe vive qui restera b cette eau une fois quelle 
n’aura plus de mouvement relatif dans le vase, et que toutes ses particules 

auront pris la vitesse v de celoi-d , aura pour expression P enfin, le travail 

* / . * 

• r y __ ff , m 

perdu en frottement est égal b P — — - ■ Ainsi le travail transmis aux parois 

du vase , toujours dans l’enité de tempe , devant être égal b la première quantité 
diminuée de la somme des deux antres, aura pour expression 

P ïl _ V— - P 

*g ** ' 
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ou eu réduisant 




Il faut bien faire attention que le poids P du fluide qui entre dans le vase 
pendant l'imité de temps, n’est pas celui que fournirait en même temps l'orifice 
par où sort la veine. Si A est la section de cette veine, « le poids du mètre 
cube de tluide, P sera égal à «A (u — v ), tandis que’lc poids qui sort par l'o- 
rifice serait jtA u. En mettant pour P sa valeur, le travail transmis dans l'unité 
de temps sera - 

g • 

• 

<)3. Si , au lieu de supposer un seul vase qui recule devant le courant et 
ne reçoit pas ainsi autant d'eau que celui-ci en fournit, on imagine qu'après 
que ce premier vase a parcouru un certain espace, un second vienne se replacer 
devant lui et reparcourir le même chemin , jusqu'il ce qu’un troisième revienne 
se placer devant celui-ci, et ainsi de suite, de manière pourtant que chaque 
vase ne quitte pas le courant avant d’avoir reçu In portion qui est devant lui , 
et qui ne peut plus entrer dans le vase suivant : alors les vases, dans leur en- 
semble , auront reçu toute l'eau fournie par le courant, dans un temps donné. 
Le travail total qui leur sera transmis aura toujours pour expression 

P - |Q . 1 / 

• g * * • V 

- # a , 

mais P deviendra ici une quantité constante; ce sera le poids total uA u de l’eau 

fournie dans l’unité de temps par l’orificè d’où sort la veine , et non plus celui 
de l’eau reçue par un seul vase qui reculerait devant le courant. 

Cette dernière expression est celle qu’il faut employer dans le cas d'une lame 
d'eau reçue par des augets ou des aubes emboîtées dans une roue hydraulique. 
Nous ne nous occuperons donc que de celle-là ; et si , pour simplifier les idées , 


(*} Ce résultat a été donné par Petit, dont ton conrs de machine» à l'Ecole polytechnique; 
mais il l’avait fondé sur le théorème de Carnot , dont on ne soit pas qu'on puisse faire une 
application à ce cas. 
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nous ne parlons que d’un vase , il faudra supposer qu’il se présente au courant 
pendant le temps nécessaire pour que le poids P, fourni dans l’unitc de temps, 
puisse y entrer totalement. 

• Nous venons de supposer, dans ces considérations, que l'eau reçue dans le 
vase y reste assez longtemps pour y perdre tout son mouvement relatif par les 
frottements. Mais pour passer au cas des augets ou des aubes d'une roue , quand 
elles sobt emboîtées dans un coursier, il faut supposer que l’eau, après avoir 
été quelques instants dans le vase, en sort par uneouyerture fort large, avant 
d’avoir perdu tout le mouvement relatif ou de bouillonnement qui eût été 
entièrement éteint par les frottements et les ébranlements, si l’eau y fût restée 
plus longtemps. H est facile de voir que les résultats précédents s’étendent de 
même h ce cas. 

Supposons toujours qu'il s'agisse d'une quantité d’eau limitée P , qui entre 
dans le vase, y reste quelques instants enfermée, puis en sort par son propre 
poids en passant par une large issue qui vient à s’ouvrir. Quelque peu de temps 
que l’eau ait été dans le vase , son centre de gravité y aura pris la vitesse i> de 
ce vase. Chaque particule, dont nous représentons le poids par p , conserve 
encore une certaine vitesse par rapport & ce vase; noua désignerons cette vitesse 
par v, en négligeant la portion de la vitesse de sortie qui provient du poids de 
l'eàu que nous mettons en dehors des calculs. La force vive de l'eau à la sortie 
du vase, en vertu de ce que nous avons établi , article 48, première partie , se 
composera , d’une part, de la force vive due à la vitesse v du centre de gravité, 
et d'une autre, de celle qui est due aux vitesses relatives à des axes passant pin- 
ce centre, c’est-à-dire aux vitesses v 1 (*). Elle sera donc 


\ 




Si l’on applique les mêmes considérations que nous venons d’employer pour 
trouver le travail perdu par les frotlemeuts et les ébranlements dans le vase 
avant que l’eau en sorte, on trouvera facilement que ce travail ne sera plus 


'(*) La troisième partie à (aire entrer dana l'évaluation de la somme des forces vives, M 
nulle ici, puisqu'on n'a point à considérer d'ébranlement de la part des molécules. 



, <«—*>/ 


, comme si toutes les particules d'eau avaient perdu leurs vitesses 


relatives dans le vase en le quittant, mais qu’il deviendra 




* ** 


Le travail transmis au vase en mouvement étant égal fa la force vive de l'eau 
qui y entre, diminuée des deux expressions ci-dessus, on voit que le terme 

lp — dû aux vitesses de tournoiement et de bouillonnement qui subsistent 

encore dans l'eau quand elle sort du vase, disparait dans l'expression de ce 
travail transmis. En effet, il se trouve en moins dans le travail perdu en boi- 
tements et en ébranlements, et en plus dans celui qui provient de la force vive 
de l'eau fa la sortie du vase. On a donc toujours pour le travail reçu par le vase 


u’ „> 

P; P 




— P 


(«-»)• 


ou bien 


e(B— v) 


94. On peut considérer aussi le cas où la vitesse e du vase n'est pas dans la 
même direction que la vitesse u du courant. Remarquons d'abord que si l'on 
veut, dans ce cas, que l’eau fournie par le courant dans l'unité de temps soit 
reçue par le vase, il faut supposer l'ouverture suffisamment grande, ou plutôt 
il faut en concevoir plusieurs les unes au-dessus des autres, comme cela arrive 
pour les augets ou les aubes d’une roue hydraulique qui reçoit toute l'eau fournie 
par un courant. 

La perte de travail par les mouvements relatifs dans le vase sera toujours 
égale , dans ce cas, fa la force vive totale qu’aurait le fluide si l’on ramenait le 
vase au repos. Or , si l’on représente par a l’angle des deux vitesses du courant 
et du vase, cette force vive relative résultant de la vitesse u et d’une Titesse 

P 

opposée fa v, a pour valeur le produit de ^ par le carré de la vitesse résul- 
tante; elle sera donc 

„u’ -f-e* — Sue eus a • ^ ' 


', v _t 
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Telle est l'expression de la perte due aux frottements, aux ébranlements et aux 
▼liesses de tournoiement qui peuvent se conserver dans le fluide quand il sort 
du vsse. Le travail transmis sera donc 

%- p ç - p — a • 

p v (a eus » — c) 

- ‘ . g 

Ainsi, le seul changement à faire dans ce cas, è lu formule trouvée précé- 
demment, c'est de substituer il la vitesse u du courant, au composante u cos a 
dans le sens de la vitesse du vase. 

Il est bon de remarquer que cette formule et les précédentes ne supposent 
aucune hypothèse sur la nature du mouvement du fluide dans le vase; elles 
conviennent à toutes les circonstances physiques qui peuvent se présenter. En 
cela , elles sont plus exactes que celles que nous avons données à l'article 84 , 
pour le travail transmis il un canal ou à un plan mobiles qui reçoivent l'action 
d'une veine fluide. 



y5. Comme conséquence des formules précédentes , ou peut donner la pres- 
sion moyenne que supporte, dans le sens de son mouvement , un vase mobile 
lorsqu'il reçoit une vefne fluide. Supposons d’abord que la vitesse de celle-ci 
soit dans la même direction que celle du vase. Si l’on représente par F la force 
que nous cherchons, le travail transmis au vase dans l’unité de temps sera Fc. 

Mais, d’une autre part; ce travail a pour expression Pc f en désignant 
par P le poids de leau reçue dans l’unité de temps; ainsi on a l'équation 


ou bien 


Fc = P 


c (u — c) 

g 




Si l’on désigne par A la section de la veine fluide à son arrivée dans le vase, et 
par w le poids du mètre cube de ce fluide , on aura P = aA(« — c), d'où L'on 
conclut 
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F = *A 


(« - »)' 


Cette formule subsistant, quelque petite que soit la vitesse r, on peut y 
faire r=o, et Ton a pour un vase en repos 


F = tK — ; 

g 


c'est-à-dire que la pression est égale au poids d'une colonne liquide qui aurait 
pour base la section de la veine lluide , et pour hauteur le double de celle qui est 
duc à la vitesse du fluide. 

Dans le cas où le vase est en mouvement, si au lieu d'en considérer un setH, 
on imagine une série de vases, comme les augets ou les aubes d’une roue, 
alors pour leur ensemble, le poids total F de l’eau reçue dans l’unité de temp 
sera r.\ Uj on aurait donc pour la pression moyenne qu’on pourrait concevoir 
comme supportée par le corps solide auquel ils seraient attachés 


F = r.Au 


(a — v) 


Celle expression diflere de celle que nous venons de trouver pour la pressiou 
sur un seul vase; mais il faut faire attention que celle dernière n’est que la 
pression hypothétique qui , appliquée à un point ayant la vitesse c des aubes ou 
des augets d’une roue hydraulique, donnerait la mesure du travail transmis par 
tout le courant fluide. 

Si la veine fluide n'avait pas lu même direction que celle de la vitesse du vase, 
quand celui-ci est mobile, et que l’augle de ces deux vitesses fût représenté para, 
ou trouverait facilement que la pressiou sur un seul vase, dans le sens de son 
mouvement , est 

F-.AfiSSlzJ2l, 


et que , pour l’ensemble de plusieurs vases, recevant toute l’eau fournie par la 
veine dans l'onilé de temps, cette pression devient 


F — isAu 


lu nu 3 — e) 
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j|6. Nous ullons’exaiHÎfcei- maintenant comment le principe de la transmis- 
sion dû travail peut s appliquer au mouvement des fluides élastiques. 

Ou doit considérer ces Uuides comme un ensemble de particules matérielles 
qui. réagissent les unes sur les autres par des répulsions mutuelles. Comme il 
n existe plus alors aucune liaison de position entre ces particules, il sullira 
(I appliquer le principe de la transmission du travail comme on le ferait pour 
des points matériels libres, en tenant compte toutefois de toutes les forces qui 
se développent entre eux, et du travail qui résulte du rapprochement ou de 
1 écartement de ces points: ce qui introduit un terme de plus que dans le cas 
ou il s'agit de fluides incompressibles. Comme ces forces sont des réactions 
mutuelles, ce travail ne dépendra pas du mouvement propre des particule*, 
mais seulement de leur rapprochement ou de leur écartement , c’est-Ji-dirc de 
la pression ou de la densité en chaque point du fluide. De cette dernière re-’' 
marque nous conclurons que le travail moteur ou résistant qui est dû h ces 
actions réciproques dcs^particules fluides j pendant la dilatation ou la compres- 
sion, sera toujours le même , si la masse totale passe ’d’uné densité déterminée 
j une autre aussi déterminée, quel quc'soit d'ailleurs le mouvement quelle 
ait pis. On sura*ilonc l'expression de ce travail en le calculant pour une com- 
pression ou dilatation très-lente, lorsque le fluide est renrernié*daus une enve- 
loppe qui sétend ou se resserré peu à peu. Mais alors , d'après le principe de la 
transmission du travail, le gaz, n'ayant pas pris dé force vive, transmettra à lu 
paroi qui I enveloppe, dans le cas de la dilatation , tout le travail qui est dû aux 
réactions développées entre ses particules , ou il aun*. absorbé , dans le' cas de la 
compression, un travail résistant égal à celui qu’a reçu cette même enveloppe. 
Ainsi on obtiendra, soit le travail moteur, soit le travail résistant qui est dû à 
ces réactions moléculaires par un changement d’él»t du gaz, en se servant de 
lu formule établie à 1 article 98, savoir -rf pdv; * représentant toujours le poids 
d un piètre cube d eau, p la hauteur de la colonne de ce liquide qui produi- 
rait la pression qui a lieu dans le gaz, à chaque instant, et dv la différentielle 
du volume variable. On sait que daus le cas où les températures restent con- 
stantes, comme cela nrrivea très-peu près ordinairement les volumes varient 
en raison inverse des densités; en sorte qu’en désignant par p c et «*., la pre- 
mière pression et le premier volume de départ, on a pv=p.v„ ou bien 

ds—. — dp. Substituant dans l'intégrale, elle devient 
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el pour la compression , 
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Telles seront les expressions du travail moteur ou du travail résistant, du à 
la dilatation ou & la compression d’un volume c. d on gaz , dont tous les points 
passent de la pressiop p . à la pression p.. , 

Il est facile de comprendre que, si une masse clair en changeant délai na 
pas conserve la même densité en tous ses points, on pourra la partager en élé- 
ments de volume assez petits pour que daus l’étendue de chacun d’eux la den- 
sité soit la même. Alors le travail produit ou absorbé par chacun de ces éléments 

sera donné par l’expression »p„V.log^^, ou «p.e, fog(j>.j 7- 

11e dépendra que des premières et dernières densités.. Pour l’étendre à toute la 
masse, il suffira de faire deux intégrales, chacune du genre de celles qu on 
exécute quand ou veut obtenir la masse d’un corps au fnoycn de sa densité ; ’ 
avec cette seule différence, que la densité sera remplacée ici dans la première 
intégrale par tt/j. log (/>„), et dans la seconde par n p. log(/>). Si , dans lesdeu* 
états de la masse fluide, au premier et au dernier instant. que Ion considère, 
il y a des parties* décomposablea en éléments égaux en volume;) deux a deux et 
de même densité, ceux qu’ils introduisent dans ces intégrales se détruisent J 
ileux à deux, et l’on n'aurn à étendre les sommes qu’aux autres éléments de ^ 
volumes pour lesquels Içs densités ne sont pas les mêmes au premier et an 
dernier instant. Ceci revient donc à dire que, dans ^évaluation du travail mo- 
teur ou résistant, dûau changement d’état d’un gaz. pondant qu il prend un 
mouvement quelconque, on n’aura pas besoin d'avoir égard à certaines parties 
de ce gaz au premier et au dernier état, lorsqu’elles serpnt décomposabl<s> en 
un même nombre d’éléments qui , dans les deux états du gaz , soient égaux en 
volume et en densité. Ainsi, si une masse d’air sort d’un réservoir, et qù 011 
admette qu’entre deux instants déterminés une portion de ce réservoir soit 
occupée par des masses-ayant des densités égales aux mêmes lieux, on naura 
pas à tenir compte dc^Atlc portion dans le calcul du travail ; il suffira de sup- 
poser que la portion de la niasse d’air qui occupait l'espace abandonné dans le 
réservoir a passé eltcrméme de la densité qu’elle y avait à la densité du gaz qui 
est sorti du réservoir. Celle sim pli lira lion est analogue à celle que nous avons y 
indiquée à .l'article, 85 pour le calcul de la somme des forces vives. 
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Il est essentiel de ne pas perdre de vue que le travail moteur dû b la dila- 
tation d’un gaz n'est reçu en totalité par les corps extérieurs, qu'autant que 
toutes les particules matérielles du fluide n’ont pas changé de vitesse ; autre- 
ment lu force vive quelles gagneraient ou quelles perdraient, ferait varier 
d'autant moins, mais en sens contraire, le travail transmis b ces corps, be 
même, s’il s’agit de travail résistant dû b la compression, pour obtenir cêlui qui 
est produit sur ces corps extérieurs il faudrait ajouter ou' retrancher b l'ex- 
pression ci-dcssus la force vive que gagneraient ou que perdraient les particules 
fluides. 

97. Pour donner un exemple de l’application du principe de la transmission 
du travail b un fluide élastique, supposons qu’il s ( agissc du mouvement de 
l'air qui sort d'un réservoir d'où il est chassé par la descente d’un piston , ou 
par le mouvement d’une paroi mobile de forme quelconque. Nous ferons sur 
l’orifice et sur la veine qui en $ort les mêmes hypothèses que pour lé mouve- 
ment de l’eau, c’est-à-dire que nous supposerons que dans une certaine étendue 
de la veine d'éco'ulunieuL les vitesses deviennent parallèles : ce sera la sectiotTb 
l’origine de cette étendue de la veine que nous pYendrons pour l’oriflce. Nous 
supposerons en outre que le mouvement soit permanent , c est-b-dire que les 
vitesses et les pressions ne varient pas d’un instant b l’autre au même lieu du 
réservoir. 

Appliquons le pïiueipe de la transmission de travail b une certaine masse 
d’air remplissant le réservoir et se terminant b l’orifice, et considérons le mou- 
vement pendant un temps peu considérable. 

Il faudra tenir compte du travail produit par la pression du piston , de celui 
qui est dû b la pression qui agit sur la dernière tranche d’air que l’on considère 
dans la veine d'écoulement; du travail qui esl produit par la descente ou Tas- 
,cension de l’air, par l’expansion de celui qui est sorti du réservoir, et enfin par 
les frottements! 

Représentons .par p’ la hauteur de la colonne d’eau qui produirait la pression- _ 
de l’air qui a lieu dans le réservoir, contre le piston ou la paroi mobile qui- 
chasse l’air; cette pression sera due b celle de l’atmosphère et b la foree qui 
agit en Outre sur cette paroi. Désignons par p la hauteur analogue qui produi- 
rait la pression ou la densité de l’air qui passe dans la veine, et par P celle qui 
correspond b la pression atmosphérique. Représentons par fi» la vitesse du 
piston, ou celle de la partie mobile de l’enveloppe de forme quelconque qui 
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limite la masse d’air que l’on considère dans le réservoir. Désignons par v, le 
volume abandonné par cette enveloppe en se resserrant. Représentons par u la 
vitesse dans 1a veine d'écoulement , et par v le volume envahi dans cette veine 
par la masse d’air que nous considérons. Soient enfin h la hauteur du piston 
au-dessus de l’orifice, rt le poids de l’unité de volume de l’eau , et « le poids de 
l’unité de volume de l'air à la pression atmosphérique P et à la température 
qui a lieu pendant le phénomène. On aura, pour le travail moteur dû à la 
pression eiercée par le piston ou l’enveloppe , dans le temps que nous considé- 
rons, l’es pression r.p„v, ; pour le travail résistant dû à la pression p qui a lieu 
dans le tuyau sur les dernières particules que l’on y considère, r.pv ; pour celui 

qui est dû au poids de l’air, l’expression • : ccdernier travail pourra être 

moteur ou résistant, suivant que l’orifice sera en bas ou en haut du réservoir. 
Comme les densités sont supposées rester les mêmes aux mêmes lieux dans Je 
réservoir, le travail moteur dû aux dilatations de l’air se réduira, comme nous 
l’avons dit à l’article précédent, à celui qui résulte de la dilatation de l'air sorti 

du réservoir, c’est-à-dire à np.fo log Enfin, le travail résistant dû aux 

frottements sera une quantité inconnue que nous désignons par T. Quant à la 
variation de la somme des forces vives , comme il y a permanence dans les 
vitesses et les densités dans le réservoir, elle sera seulement la force vive du gaz 
Sorti, moins la force vive d’une masse égale qui occupait l’espace envahi par 

l’enveloppe dans le réservoir. Le poids de cette masse est— p,v c . La vitesse 

dans la veine d’écoulement étant u, et celle contre l’enveloppe dans le vase,/*,, * 
la variation de la somme des forces vives de tout le fluide en mouvement sera 

jPf. og. U <1 )- En appliquant donc le principe de la transmission du travail 

pour un temps peu considérable, pendant lequel le mouvement reste perma- 
nent, on aura - , . -, --jj- 


Wi 




Nous mettons ici lé double signe au travail dû au poids du gaz pour comprendre 
les doux cas où l’orifice est , ou en bas, ou en haut du réservoir. 

En vertu de ce que les densités sont supposées ne pas varier dans le réservoir, 
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la masse (l’air qui a passé par l'orilice est égale à celle qui occiif&it l’espace' 
envahi par le piston. En sorte qu'on a 


p.v, = pv. 


Cette égalité faisant disparaître les deux premiers termes de l’équation précé- 
dente, elle devient ; 1 -• ' v 

■ ■ . • - ■ '>* .* 

t " ^ ’ * -i. y. « *. ' • T . ^ * . f. , ^ 

Si l’on néglige, i” la petite quantité de travail dû au poids du petit volume 
d’air sorti pendant le temps peu considérable que l’on considère; a° Je travail 
qui est du aux-frotteménis ; 3” le carré de lu vitesse u, du pis.totj ou de l’enve- 
loppe mobile devant celui de la vitesse u dans la veine, ce qui suppose l’orifice 
assez petit devant l'étendue do cette enveloppe mobile'; on obtient en suppri- 
mant le facteur coriimun />„('. . . i v ■ 

B W 1*2 g’- 


- 


^ . 


ou bien 




. 'A; r 




4 

m . 

• •- » v 


Telle est la formule qui donne la vitesse u en fonction de la pi essiou dans lu 
veine. En prenant approximativement cet£e«pression égale à celle de l’âtrno^ » " • 
sphère, ainsi qu'on l'admet ordinairement dans ce cas, on trouve des vitesses qui , 

ne dépassent guère de plus d'un dixièntf celjqs qu’ont loürnics diverses expé- 
rieuccs , toutelois , eu mesurant l'orifice là seulement où les vitesses sont parai- **•’’ 
lèles, ou, cê qui revient au même, en mettant un petit tuyau cyflihdriqqe qui 
détermine ce parallélisme. * >- 

Pour appliquer celte formule aux expériences que d’Aubuisson , ingénieur 
de* mines, a faites pour de petites pressions d’un à deux centièmes d’atmo- » *' 


sphère , on peut prendre log (Ç) , en négligeât, t une quantité. moin- ’ * * ' 

dre que §(^jr^)..- Un trouve alors . .. 

- • 

" l /. P] • ' r 


“5 v"' 

t '. r- v «• 

\*U' 

.• *; 

I - •• 

* 


•r * 


* 

-. y - 


1 • 

■ 
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Icr/<„ — ' P est la hauteur d'cuti qui représente l’excès de- lu pression contre Je 
pitloii ou t enveloppe mpbil.e sur celle <le l’atmosphère; c’est la pression due 
seulement à la force qu’on applique au piston. 

Si l’on compare cette dernière .valeur de u avec celles que fournissent les 
expériences dont nous -venons de parler, on trouve qu’elle doit être affectée 
d’un cocflicieut de réduction d’environ o;q r. Je ne connais pas d’observations 
qui fassent connaître, j-i l’on peut conserver ce cocllicicnt pour de grandes 
pressions; niais néanmoins il paraît assez probable qu'on n’a pas besoin de le 
Changer pour la pratique, en sorte qu’on peut poser 


« = 0,»IK j^^Plog to j. - 


r* Il est befti de ne pas perdre de vue que le»- formules précédentes s’appliquent 
ii une forme quelconque du réservoir et de l'enveloppe mobile; elles ne suppo- 
sent que des pressions égales en tous les points de cette enveloppe , conjointe- 
ment avec l'hypothèse de la permanence dans le mouvement. •• 

On pcul remarquer aussi que si l'on considère uu réservoir un peu grand, 
ces mêmes formules s’appliqueraient au cas où il se viderait par l’effet de l’ex- 
pansion de l’air, que l’enveloppe soit ou ne soit pas mobile; car alors les 
«vitesses et les densités variant irès-petl-d'un instant à l'autre, on resterait dans 
"'r les suppositions qui ont fourni ces formules. Il suffirait , pour obtenir la vitesse 
d'écoulement à un iustant donné, de connakre î» cet instant les pressions dans 

„!e réservoir et dans la veine Ci.* .../ ' 

. 

On peut remarquer que , dans le cas«ù l’on counaitrait la pression p . , dans 
le réservoir, et la vitesse u qui doit «voir lieu à la sortie, on -çn conclurait le 

rapport — entrc-les pressions dans ce réservoir et dans la veine diécoulement , 

par la formule 

. ‘ 1 •• • -* k .ftîU-Â \ • ’ • 

• - • "*W «P \ ' 

. «*• - -, ; • . - . ' * < . 

' * Nous ferons usage pluj loin de ce résultat. . ’ 


(*) Depuis que j’ai écrit rcqi , j'ai cy connaissant*? d'un article des Annula Je Phjsujut 
et Je Chimie où Xav ier a donné la même formule eu sc basant sur l’hypothèse du parallé- 
lisme des tranches. ' ' * - • ’ . 
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g8. La question qu'on se propose ordinairement relativement à l’emploi des 
moteurs pour luire marcher les machines souillantes dans les hauts-ibui ueaiut 
et le» larges, c'est de connaître le travail qui est nécessaire pour chasser par uu‘ 
orilice déterminé , dans l'unité de temps , un volume donné qu’on suppose à la 
pression atmosphérique. P 

Celte question se résout très-facilement, samf supposer même d'autre peiv- 
manence que celle de la vitesse d 'écoulement,, laqnelleif Heu assez sensiblement, ' 
surtout quand.il y a un réservoir; on n’a pas besoin.de considérer les soufflet-, 
comme produisant une pression constante. Eu *e reportant à ce que uous a'vons' 
dit it- l’article g6 , on voit que le travail produit par le pistou ou le sou filet s'em- 
ploie, en partie , h comprimer de l’air pris h la pression atmosphérique, fet en par- • 
lie à lui donner de la vitesse. Or, ce qui est employé S la compression ,pn ayant 
égard it la pression atmosphérique, se trouvant restitué quand l’air est revenu 
à sa première densité en sortant de l’orifice, ou peut en faire abstraction ; en - 
soj-te.que l'on eSt dans leitiéniecasque si le travail moteur du souille! était 
immédiatement employé i» produire la vitesse de l'air à . lu soi lie de l'orilice. iji 
l'on désigne par V le volume qu'on veut faire sortir pr seconde de temps’, ci 

|>ar a l’oriGce , la vitesse à la' sortie dqvra être égale îi Le gaz qui sort tlnils ' 

l'unité de temps aura donc une lorèe.vive égale au produit du carré de la’ vitesse 

V* -, • , r * • ^ ^ • • ** • 1 1 1 

multiplié par .le quotient. du poids «V-dece gaz, divisé pur ou h 


: »\* 
iÿ.r 


•r 


Ainsi le tpivaij pour chasSçr le volume T par’ l’orilice doit être par ufmé de 


temps 


Sgéf ’ 




grr 


Ce- résultat subsiste, quelle que soit la forme du soufflet , et sans qifon doive 
•y cônsidércr un mode d'action permanent; il sullit qnfc la v i tes su reste seiisi- 
blcment constante « l’orifice. * . 

Ce travail devrait d'abord être augmenté de celui qui est perdu par les frot- 
tements dus au’ mouvement de l'air, et de l’erreur qu’on peut eqirimettve- eu 

calculant la lofc'c vive à I orilice par la vitesse moyenne Ôr, ces deux causes 

d augmentation sont renfermées dans ce que i'obserVation a appris sur d'inexac- 
titude delà formule de l’article .97. L'expérience ayant démontré Iqu’uvev des 
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. ajutages cylindriques il faudrait, pour que la force vive, calculée sur la vitesse - 

déduite de l'observation fût égale au travail dépensé, que cette vitesse fût aug- 
mentée dans le rapport de l'unité à 1,07; la force vive, qui est le produit du 

** ■ y» 

» poids d’air écoulé <®-V par la bailleur due à celte vitesse, c’est-à-dire par ; , 

r doit être augnientée dans le rapport de l’unité à (1,07)’ ou à 1 , * 4- Ainsi, le 

travail moteur devra’ êtré . * 

« vi ■ ' * • - • • . * 

1 , 14 ® . 

, ' ‘ . » *, 

* * _ ^ _ 4 * . 9 ' > , 

Si le piston a du jeu et que l’air se perde , il faudra considérer ce jeu comme 
un orifice supplémenta ira où la vitesse sera au plus la 'même que dans l'Orifice 
principal. La surface de cet orifice étant désignée par a', le travail dépensé pour 
J’écoulcnient qui s’y lait, sera à celui qui s’emploie pour l'écoulement par 
l’orifice principal , dans le rapport de n' à 11, en sorte qu’il aura pour valeur 
a ‘ -V’ 

I 1 4 - -» . Ainsi, le travail total sera • 

a 1 3 c/i* - - * 


1 , 1 * ( 1 

X , a J 2 ga 


Cette expression suppose que le tuyau de conduite, n’est pas assez Joug pour 
que le frottement y augmente encore le travail. Elle ne comprend pas non plus 
ccqpi est nécessaire pour vaincre les. frottements des pistons et tous ceux qui 
peuvent exister depuis la roue motrice jusqu’à ces mêmes pistons; ‘mais elle 
.fournit toujours un minimum de travail en dessous duqu^ il est certain qu’on 
de chasserait pas Je volume V dans une seconde. . J ..... 

‘Si l’on vent appliquer la formule ci-dessus à la recherche de ce qu’il faut de 
travail au minimum pour faire marcher les soufflets d’un haut-fourneau qui, 
comme cela a lieu dans tin grand nombre, doit recevoir par minute 36 mètres . 
(-uhcVd’itir mesqrés àja pression atmosphérique, on trouve, on supposant deux 
orifices de o,o4 de diamètre, et point de jeu dans les soufflets, qu’il faut par 
.seconde au minimum un travail d’environ 3,44 dynamodes. Cette consomma- 
tion de travail spr les soufflets exigerait , comme nous t’expliquerons plus loin , . 
que la ehnte d'eau fournit environ une moitié çn sus, en sorte que si sa hau- 
teur est de i”,00, le cours d’eau devra amener au moins 3“,66 cubes d’eau par 
• ai . 

seçonde. *• . 
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99> Comme une autre application des considérations précédentes sur le 
mouvement des gaz, nous allons chercher le travail que reçoit un plan mobile 
par l’action du vent. 

Cette question , qui revient à trouver la force que le vent ptoduil sur le 
plan, peut se diviser en deux autres : la recherche de l'accroissement de pression 
sur le côté du plan contre lequel le vent agit, et celle de la diminution de 
pression sur le côté opposé. Occupons-nous d’abord de la première. Nous re- 
marquerons qu'on peut la ramener au cas où le plan est immobile et où il 
reçoit l’action du vent dans une direction quelconque; car, sans changer aucune 
des forces qui agissent sur ce plan, on peut lui communiquer, ainsi qu’à toute 
l’atmosphère en mouvement, une vitesse opposée à celle qu’il a ; celui-ci devien- 
dra alors immobile , et seulement le vent aura changé de direction et de vitesse. 
Nous n'avons donc qu'à chercher la pression qu'un vent de direction quelconque 
produit sur un plan en repos. 

Si l'air était un fluide incompressible, nous pourrions exprimer cette pression 
au moyen de 1a formule approximative que nous uvons donnée à l'article 84 
pour la force produite par un courant indéfini contre un plan. Si l'on désigne 
par u la vitesse du vent , par * l'angle qu’elle fait avec le plan , par B la super- 
ficie de ce dernier, et par * le poids de l'unité de volume de l’air à la densité ou 
il se trouve dans la colonne qui forme le vent; cette formule est 

Bu* . , 

» — -sin ». 

S 

Elle suppose i • que les vitesses des particules fluides restent sensiblement con- 
stantes dans l’étendue des courbes de déviation des filets; 3 * que la quantité de 
ces filets qui se dévient par la présence ilu plan est limitée à ce qui était compris 
avant la déviation dans une surface cylindrique circonscrite au plan ; 3' enfin, 
que les déviations se font de manière què tous ces filets deviennent parallèles 
au plan. 

On peut voir d’abord que la compressibilité de l’air n’influe pas ici sensible- 
ment sur sa densité, et que pour les vents les plus forts, avec lesquels on fait 
marcher les moulins à vent, on peut regarder ce fluide comme incompressible; 
car si l’on calcule la plus grande pression qu'un vent très-fort puisse produire 

en supposant en effet l'air incompressible , on trouve qu’elle ne s’élève pas à — 

30 
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de la pression atmosphérique. Ainsi, en rendant h cet air, supposé d'abord 
incompressible, toute sa compressibilité, il n’y aurait pas un changement sen- 
sible dans sa densité. On pourra donc se servir de la formule précédente en y 
prenant toujours pour * le poids de l’unité de volume de l'air à la pression 
qui a lieu dans l'atmosphère environnante. 

Quant à l’hypothèse sur les vitesses , ce n’est que par l'expérience qu’on peut 
savoir jusqu'à quel point elle est approchée. Comme nous l’avons déjà dit, les 
accroissements de pressions qui se produisent dans le fluide auprès du plan 
influent sur les vitesses dans les filets, si ceux-ci ne restent pas dans des couches 
d’égales pressions, condition qui ne peut être exactement remplie, surtout au 
centre de la veine à l’origine de la déviation. Enfin , l’autre supposition sur les 
déviations ne peut être non plus très : exacte. Nous n’emploierons donc la 
formule que ces hypothèses fournissent que parce que, comme on le verra plus 
loin , scs conséquences s’accordent assez bien avec l’expérience. 

Occupons-nous maintenant de la diminution de pression sur le revers du 
plan. Pour y arriver, traitons en premier lieu le cas où, l’atmosphère étant 
immobile, le plan, d'abord en repos, vient tout à coup à quitter sa position 
avec une vitesse u perpendiculaire à sa surface. 

Dans ce cas l’espace que le plan abandonne par derrière, et où le vide se 
ferait si l’air ne se mettait en mouvement , sera rempli par la tranche de fluide 
qui touchait le plan. A cause de la grandeur de la pression atmosphérique et 
du peu de temps qu'il lui faut pour donner à l’air dans le vide une vitesse égale 
à celle du plan , cette tranche prendra immédiatement cette même vitesse per- 
pendiculairement à la surface du plan. Les autres particules d’air environnant 
le contour de ce plan n auront pas le temps de venir immédiatement dans celte 
tranche vide très-mince; celle-ci ne sera remplie que par les particules qui tou- 
chaient le plan l'instant d’auparavant. Ces particules abandonnent à leur tour 
un espace qui sera remplacé aussi présqiic en totalité par l’air qui était derrière, 
et ainsi de suite, en sorte qu'il commencera à s'établir un courant continu. 
Cependant celui-ci s’éteindra assez près du plan , comme nous 1 expliquerons 
tout à l'heure. 

Si l’on conçoit maintenant une très-grande masse d’air limitée à une enve- 
loppe fictive dont le plan fasse partie à l’instant où il commence à se mouvoir, 
celui-ci , en prenant sa vitesse, déterminera l’ccoulement de l’air contenu dans 
ce réservoir, comme il se ferait par un orifice que ce plan aurait tenu fermé; 
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la vitesse de cet écoulement devra nécessairement être égale à celle de ce plan. 
L'enveloppe fictive du réservoir étant assez étendue pour que les vitesses absolues 
des particules d’air quelle touche soient presque nulles , la pression contre cette 
enveloppe sera sensiblement égale h la pression atmosphérique , b l’exception 
d'une petite portion qui environne de très-près l'orifice. La vitesse de l’écoule- 
ment atteignant instantanément celle du plan quelle ne peut plus dépasser , 
les vitesses dans le réservoir . déjh très-faibles , ne changeront pas sensiblement , 
puisque cet écoulement ne s’accélère pas. Le mouvement pourra donc être 
considéré comme permanent. En désignant toujours par p la hauteur de la 
colonne d'eau qui produit la pression contre le plan , c'est-à-dire dans la veine 
d'écoulement, par P la hauteur analogue pour la pression atmosphérique qui 
agit sur l’enveloppe du réservoir pendant quelle se contracte insensiblement, 
par u la vitesse du plan , et par s et * les poids d'unité de volume de l'eau et 
de l'air; on aura la relation établie à l'article 97 , en y remplaçant la pression p. 
dans le réservoir par la pression atmosphérique P , et en regardant p comme la 
pression dans la veine d'écoulement ou contre le plan. Ainsi on peut poser 



Mais comme log est très-petit , on peut le remplacer par ou par 
qui en diffère peu, puisque P et g ditlèrent peu entre eux; on a donc 


«( P— 

, 1 m 

Si l’on appelle B la superficie du plan , rcB (P — j>) sera la diminution de 

pression totale due b son mouvemeut ; on a donc 

J ****'■■**-■» : mao •ri* va sa u*opu*?o .tw-nlac» »>t. 

„> 

(P — p) = -»B — ; 

cesl-b-dire que, dans nos hypothèses, la diminution totale de pression contre 
le revers du plan est égale au poids d’une colonne d’air, qui aurait pour base la 
superficie du plan , pour hauteur celle qui e« due b la vitesse de ce plan , et 
dont la densité est celle de l’atmosphère. 
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Voyons maintenant comment cette pression se continue pendant le mouve- 
ment, et comment le phénomène présente toujours les circonstances nécessaires 
à l'application de la formule ci-dessus. S'il s’établissait un courant derrière le 
plan, comme cela arriverait dans un tuyau de conduite où ce plan formerait la 
base d'un piston mobile qui reculerait pendant que le réservoir qui fournit le 
courant resterait à la même place, il n’y aurait aucune diiliculté; la pression 
resterait sur le plan ce quelle reste dans le tuyau où la vitesse est constante, 
et la formule ci-dessus serait très-exactement applicable à tous les instants. 
Mais le courant d’air ne pouvant exister derrière le plan qu’en vertu d’une 
diminution de pression , l'air extérieur qui l'enveloppe ue laissera pas subsister 
longtemps, ni celte diminution de pression, ni ce courant qu'elle déterraiue; 
il rétablira la pression de l’atmosphère et anéantira à mesure les vitesses. En 
même temps cet air se réunira à celui qui entretient l’écoulement contre le 
plan , de manière qu’il viendra à son tour passer dans la veine d’écoulement. Il 
s’établira ainsi une permanence de vitesses et de densité , par rapport au plan , 
de manière qu’à chaque instant ces deux éléments reprendront les mêmes va- 
leurs, aux mêmes distances du plan. Alors l’espèce de réservoir que nous avons 
considéré devra s’appliquer, à chaque instant, à des particules qui ne seront pas 
les mêmes; il faudra concevoir qu’il se déplace dans l'espace , toutefois sans qu’il 
en résulte, pour les particules d’air qui le composent, d’autres vitesses que celles 
qne comporte à chaqueinstant l’écoulement stable, dans un réservoir immobile. 
Il se présentera ici, comme dans les ondes, un déplacement du lieu géomé- 
trique où se produisent certaines vitesses , sans qu’il y ait , pour cela , un trans- 
port des particules matérielles autre que le petit déplacement qui résulte des 
vitesses qui ont lieu dans la petite étendue où elles sont sensibles. On peut encore 
comparer ce qui aura lieu ici, par l’effet du mouvement du plan, à ce qui se 
produirait si l’orifice d’un réservoir était pratiqué dans une plaque glissant dans 
des coulisses, pratiquée contre une paroi , et que l’orifice fût continuellement 
déplacé. Alors, si le temps nécessaire pour que l’écoulement arrive à la per- 
manence est si petit que l’orifice ne se soit pas sensiblement dérangé pendant 
ce temps, l’écoulement se fera comme si celui-ci ne se déplaçait pas. C’est ce 
qui aura lieu aussi dans le cas qui nous occupe, la vitesse permanente de lé- 
coulement se produisant instantanément , le déplacement de l’orifice n’empê- 
chera pas l’application de la formule de l’écoulement permanent. 

Maintenant, si nous voulons en venir à considérer le plan mobile comme ne 
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se mouvant pas seulement perpendiculairement à sa direction , mais comme se 
déplaçant encore dans le sens de sa surface, de manière que la vitesse fasse un 
angle a avec cette surface; ce second déplacement du réservoir et de l'orifice 
n’empêchera pas davantage l'application de la formule sur la pression derrière 
le plan. Seulement, il faut faire attention que l’air qui se précipite dans la 
tranche que le plan abandonne à chaque iustaut prendra toujours une vitesse 
perpendiculaire à sa surface , puisque , si l'on néglige les frottements devant les 
pressions considérables que reçoivent toutes les particules d’air qui le touchent, 
ces pressions sont dirigées normalement à ce plan. Ainsi l'écoulement, que 
nous assimilons à celui qui se fait par un orifice , se produira avec la vitesse 
qu’a le plan, perpendiculairement à sa surface, c’est-à-dire avec la vitesse// sin». 
La diminution totale de pression contre le plan sera donc 


ts/B 


*g 


Si, maintenant, on revient au cas où ce n’est plu» le plan qui est mobile, 
mais l’air seul , qui vient le rencontrer avec une vitesse u faisant un angle a 
avec sa surface, on remarquera, comme nous l’avons dit, que la pression ne 
peut être changée en communiquant à l'air et au plan une vitesse égale et op- 
posée à celle du plan; alors ce dernier sera immobile, et l’air viendra le ren- 
contrer avec une vitesse u fuisant un angle « avec sa surface. La dépression, dans 
ce dernier cas, sera donc toujours 


•a/B - 




Si l'on ajoute à cette expression celle que uous avons donnée , comme assez 
approximative, pour la pression sur l’autre côté du plan, où il reçoit l'action 

du vent, savoir, -»ü - J , on aura pour lu pression totale 

3-îfrBtt'sin'ï 


En comparant cette expression aux résultats des expériences de Borda, pour 
de petites surfaces de quelques pouces carrés, cette valeur serait trop forte de 
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moitié environ. Cela doit tenir surtout il l'expression de la pression du côté du 
vent, qui suppose que les filets quittent le plan dans la direction de sa surface : 
cette hypothèse, qui devient inexacte au contour, doit s'appliquer beaucoup 
moins aux petites surfaces. Mais nous verrons que , pour les ailes d’un moulin 
à vent , cette formule nous fournira , pour le travail , des valeurs assez appro- 
chées de ce que donne l’expérience. 


100. Pour déduire de l'expression précédente le travail reçu par le plan, 
quand il est mobile en même temps que l'air, et qu'il possède une vitesse e 
dans une direction quelconque , faisant un angle £ avec celle du vent, on cher- 
chera d'abord la pression normale au plan, en ramenant celui-ci au repos. Pour 
cela , on concevra qu'on lui communique, aiusi qu’à l'atmosphère, une vitesse 
égale et opposée à celle qu'il a, afin de le rendre ainsi immobile. Alors la vitesse 
de l’air deviendra la résultante des deux vitesses u et v, sa valeur sera y 'u‘+v'. 


et le sinus de l'angle qu'elle fait avec le plan sera 


usin a — esinp 


On rempla- 


cera donc, dans la formule précédente, u ‘ par u’-t-e', etsin 1 * par ; 

on aura ainsi , pour la pression , 


(usin* — esta py. 


Pour avoir le travail transmis au plan dans l'unité de temps, il suffira de 
prendre la composante de celte force dans le sens de la vitesse v , et de multi- 
plier cette composante par l'espace parcouru dans cette unité de temps, c’est- 
à-dire par cette vitesse ; on aura ainsi 

3-a>B 

(usin a — v tin etin p. 


Telle est l’expression approximative du travail que reçoit un plan mobile par 
l'effet du vent : u désignant ici la vitesse de ce vent , v celle du plan , a et Jî les 
angles que font ces vitesses avec ce plan , B sa superficie, et • le poids de l'unité 
de volume de l'air. 

Si le plan se meut dans la direction du veut, on afit=a, et le travail 
devient 
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11 ® 

2 < 


lu — rj'iiu'i. 


Si le plan se meut perpendiculairement à lu vitesse du vent , on a sinjï<=cosz, 
et le travail qu’il reçoit dans l'unité de temps devient 
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C'est cette dernière expression que nous emploierons pour les éléments d’une 
aile de moulin à vent. 
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CHAPITRE III. 


Distinction entre 1rs parties qui compose ut 1rs machines destinées à opérer uii effet continu. 
— Théorie des volants.— Des movens de recueillir des moteurs le travail qu'ils mettent à 
notre disposition: t'pour les chutes d'eau; â" pour les hommes et les animaux, 3” pour 
la rhaleur employée à former de la vapeur ; 4‘ pour l'action du vent. Des conditions à 
remplir pour retirer la plus grande quantité de travail possible de chacun de ces moteurs. 
Valeurs numériques connues jusquà présent pour ces quantités au maximum Com- 

ment il faut établir les bases des marchés sur les moteurs. — Des moyens mécaniques de 
mesurer le travail. — Des expériences sur les pertes de travail dans les renvois de mou- 
vement. — Des différents effets utiles ; comment on peut les opérer avec plus ou moins 
de dépense de travail. Distinction entre les pertes qui tiennent i ces effets et celles qui 
n'y tiennent pas. — Des moyens d évaluer par expérience les quantités de travail qu'exi- 
gent les differents effets utiles. — Nombres approximatifs pour quelques-unes de ces 
quantités. 


toi. Les machine» clans lesquelles on doit considérer l'économie du travail 
sont celles qui ont pour but d’opérer un effet ou une fabrication qui se répète 
indéfiniment; telles sont celles dont le mouvement est entretenu par les courants 
d’eau , par la vapeur , par le vent, ou par les animaux travaillant d’une manière 
continue. Il est clair que. dans ces machines, la moindre perte de travail se 
reproduisant sans cesse , et venant en déduction des quantités d’ouvrage exécu- 
tées, on a beaucoup d’intérêt h éviter ces pertes. Il n’en serait pas ainsi d’une 
machine destinée à se mouvoir rarement, ou à ne jamais employer qu’une très- 
faible quantité de travail. 

La plupart des machines destiuées h une fabrication continue peuvent se 
diviser en trois parties qu’on étudie presque séparément: t* la partie destinée 
à recueillir le plus de travail possible de la source qui le fournit, et à rendre 
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«les outils destinés à exécuter l’effet utile qu’on veut obtenir; 3* enfin , ces outils 
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--- L'étude de là partie delà machine destinée à recueillir le travail de sa pre- . 
mière source est principalement du domaine de la Dynamique. L’étude de la 
partie destinée à transmettre le mouvement est principalement du ressort de la 
Géométrie; néanmoins, sous le rapport des moyens de diminuer les frotle- 
ments et les ébranlements qui absorbent ou détournent le travail, elle est aussi 
du domaine de la Mécanique. Enfin, l'étude des outils tient à celle de l’art de .. 
la fabrication; elle u'est pas ordinairement du ressort de la Mécanique. 

Ces trois parties n'-Ont pas de points de démarcation bien déterminés; elles 
n'existent pas dans toutes les machines; elles se confondent quelquefois pour 
ne présenter que deux ou même qu'une de ces parties; mais il est bon en 
théorie de les considérer chacune isolément. Ce sera surtout à la première 
partie que nous appliquerons des considérations théoriques pour en déduire les 
principes qui doivent guider dans sa construction. 
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10 a. Avant de nous en occuper, nous parlerons d’un accessoire qu’on ajoute, 
tantôt à l’une, tantôt à l'antre de ces parties d’une machine, et qui a pour but 
. _ * d'empêcher que certaines vitesses de rotation autour d’axes fixes ne varient trop 

. i r lorsque le travail moteur ou le travail résistant ne croissent pas également. Nous 
verrons tout à l'heure . quand nous parlerons des moyens de recueillir le travail 
, de différents moteurs, quel avantage on trouve Ji empêcher les variations 'trop 
sensibles dans les vitesses de rotation de cer tains axes. Sans entrer ponr le mo- ' 
ment dans aucun développement à ce sujet*, nous ne nous occuperons d’abord 
que des moyens d'atteindre ce but. 

Supposons if abord , pour le cas le plus simple, que les vitesses des différentes* .*'.V 
. * parties de la machine conservent entre elles les mêmes rapports pendant le ’ jfe? ■ 
mouvement , en sorte que b vitesse d’un certain point étant v, celles des autres 
- • points soient représentées par av^’a étant un coefficient qui ne varie pas avec *<2 

le temps, mais qui dépendra du poiut de la machine dont av exprime la vitesse. X- 
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La somme des forces vives 2 deviendra 
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La quantité dépend , et des rapports établis entre les vitesses par la con- 


struction de la machine, et du choix du point dont la vitesse v a été prise pour 
terme de comparaison. Dans le cas, par exemple, où l'on a trois systèmes de 
rotation se communiquant leur mouvement par des roues dentées, de manière 
que les vitesses angulaires soient proportionnelles aux nombres m , n , p , si la 
vitesse v se rapporte a uu point situé à une distance B de l'axe du premici 
système , on aura , en appelaiîl k , k\ k'\ les moments d'inertie autour des trois 
axes de rotation , 





Posons l'équation des forces vives , en prenant les intégrales depuis l’instant 
où la vitesse a une valeur »*. qu'on veut conserverie plus possible. Nous aurons, 
en désignant toujours par fPds le travail moteur, par fP’ds' le travail résistant* 
et par v la vitesse à la Gn du temps que l'on considère, 

* * , * . .y / 

ifP<U - rfVdé » J tV-o i j- 



Si les deux quantités XfPds, IfP'd*' croissaient également à partir d’un 
' certain instant, la vitesse v, seule quantité variable avec le temps dans le second 
membre, ne varierait plus à partir de cet instant. Mais dans benucoup de 
machines les quantités de travail moteur et résistant, ifPds, ifP'ds' ne 
% croissent pas également : l'une des deux , par exemple, peut varier d'une ma- 
nière discontinue, tandis que l’autre peut croître avec uniformité, en sorte que- 
leur différence varierait comme les -différences des ordonnées de deux courbes, 
*dont l'une marche par ressauts, et dont l'autre est sensiblement une ligne 
■« droite. Toutes les deux peuvent aussi croître d'une manière discontinue, mais 
sans se suivre, en sorte que leur différence change continuellement de valeur. 
Celte variation dans le premier membre de l'équation ci-dessus en apporte une 
daus la valeur de la vitesse v; mais il est important de remarquer que ce chan- 
gement sera d'autant plus petit par rapport à v 0 que le coefficient Ipa' sera plus- 
grand. On pourra toujours, en augmentant les masses en mouvement, et surtout 
celles qui ont le plus de vitesse, rendre ce cocilicicnt assez grand pour qu’une 
variation donnée dans le premier membre ne fasse changer v que d’une fraction 
donuée. Il en est ici du changement de la vitesse & peu près comme du chan- 
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gemcnt du niveau dans un bassin où de l'eau entre pàr une ouverture supé- 
rieure et sort par une ouverture inférieure. Le liquide entrant Ou sortant iné- 
galement, le réservoir ne restera pas également plein; mais si sa capacité est 
considérable par rapport aux inégalités entre les quantités d'eau qu’il reçoit et 
qu’il laisse sortir, la hauteur de l’eau variera d’une manière peu sensible. On 
peut comparer l’eau qui entre dans le réservoir au t Avait moteur ; l’eau qui 
sort, au travail résistant; l’eau contenue, à la somme des forces vives, c’est-à- 
dire au travail disponible; et enfin la hauteur du liquide dans le réservoir, h la 
vitesse v d’un des points de la machine. Cette analogie est propre à rendre 
sensible cette proposition , que plus lu somme des Jorces vives est g ramie . 
moins sont sensibles les changements de vitesses dus aux inégalités -entre 
les accroissements du travail moteur et du travail résistant. 

Voyons comment on peut calculer les écarts de la vitesse v, et comment on 
r peut faire en sorte qu'ils soient renfermé^ dans des limites données. Désignons 
par 1) la plus grande ipégalité qui puisse avoir lieu entre le travail moteur et 
le travail résistant à partir d'un instant où la vitesse v a une valeur v. qu’on 

veut tâcher de conserver, et représentons par £ la fraction de la vitesse v. qui 

forme le plus grand accroissement qu’on veuille laisser prendre à cette vitesse. 
L’équation des forces vives donnera .V 
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On voit donc que si l'on se donne, d’une part, la vitesse e„ et la fraction — qui 

doit limiter ses écarts , et de l'autre , la plus grande variation D entre les accrois- 
sements des quantités de travail moteur et de travail résistant , on en conclura 

le coeflicient ïpa‘. Plus la fraction î devra être petite, et plus ce coelbcient 
devra être grand. 

Comme on peut négliger ordinairement la fraction -V, il suffira dans la pra- 
tique , de poser l'équation - 

I) = — ï — ' 
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Pour satisfaire à cette condition , on ajoute à la machine ce qu'on appelle un 
iWanf ou régulateur, c’est-à-dire un corps tournant autour d’un axe , et donnant 

une grande valeur à 1 . Pour que cette quantité soit la plus grande possible 

• i 

il faudra mettre ce volant autour de l’axe qui tourne le plus vite, et disposer 
la masse qui le form^dc manière qu’elle ait un* grand moment d’inertie 
par rapport à l'axe de rotation. 

Supposons maintenant que la construction de la machine soit telle, que les 
vitesses de quelques-uns des corps qui la composent ne puissent conserver des 
rapports constants avec les autres «ritesses, comme cela arrive lorsqu'il y a des 
mouvements de va-et-vient; alors il est clair que ce n’est que pour l’ensemble 
des corps susceptibles de conserver des vitesses uniformes que l’on peut régula- 
riser le mouvement et rendre les vitesses sensiblcineut constantes en ajoutant 
un volant. Dans ce cas, lors même que le travail moteur et le travail çésistani 
croîtraient toujours également, et que par suite la somme totale des forces vives 
ne changerait pas , comme une partie des vitesses ne peuvent rester uniformes, 
et que la portion de la somme des forces vives qui correspond k ces vitesses 
croîtra et diminuera alternativement, il jaudra bien que l'autre portion de la 
somme des forces vives, pour le reste de la machine, diminue ou croisse en 

sens contraire. Cette dernière étant exprimée par la vitesse e -d’un 

certain point de cette partie de la machine devra varier. On rendra toujours , 
dans ce cas, les variations d’autant plus petites qu’on augmentera davantage le 

coefficient ; ce qu’on fera de même en ajoutant un volaut dont la vitesse 
croisse et décroisse-avec v. 

Si l’on comparé toujours le travail moteur à l’eau qui entre daus un bassin; 
le travail résistant & celle qui en sort , et la force vivff de toute la portion de la. 
machine susceptible de prendre des vitesses constantes k l’eau qui est contenue 
dans ce réservoir; il faudra supposer, dans le cas dont nous nous occupons, que 
le réservoir communique avec un cylindre rempli d’eau dont le niveau est forcé 
de varier par le mouvement de va-etrvient d’un piston ; le volume variable de 
l’eau contenue dans le cylindre représentera la force vive de la partie de la 
machine dont les vitesses ne peuvent rester constantes quand bien même la 
somme des forces vives lé serait. Ici, lors même que l’eau, qui entre dans 
le réservoir serait à chaque instant égale k celle qui en sort , le changement de 
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niveau qui doit arriver forcément dans le cylindre en amènerait un plus ou 
moins sensible dans ce réservoir. Mais plus sera grande la capacité de ce der- 
nier, qu'on peut comparer au coefficient 2^- pour la partie de la machine qu’on 

veut régler, moins le niveau de l’eau, qu’on peut comparer k la vitesse i», 
changera sensiblement par le jeu alternatif du pistou. 

En ajoutant un volant k la machine, on peut, dans ce cas comme dans le • 

précédent, resserrer lesécarts de la vitesse v k moins delà fraction ^ del’une di- 
ses valeurs. Pour s'assurer que l’on a satisfait k celte condition par de certaines 
dimensions données k ce volant, on prendra d’abord pour celte vitesse une li- 
.mile qu'on saura être supérieure aux valeurs qu’elle peut prendre ; ce qui sera 
' .toujours facile, comme on le concevra mieux quand nous uurons parlé de l’em- 
ploi des moteurs. En partant de cette limite, on trouvera facilement la force 
vive qu’elle entraîne pour le système de va-et-vient , dans la position où celui-ci 
en ale plus. Comme ou. suppose que, dans ce cas, la somme totale des forces 
vives de toutes les parties de la machine ne varie pas, on aura ainsi une limite * J 

supérieure pour la variation relative k la partie qu'on veut régler. En appelant D" *, ; ' . -J 

. .cette limite, on aura approximativement, pour une vitesse quelconque i'oj ’’ _ \ 
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ou bien approximativement 
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augmente le coefficient 2 
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En sorte que si cette inégalité laisse là fraction - trop grande pour les plus pe- ' - 1 " 

tites valeurs de «>. qu’on peut prévoir, on disposera le volant de manière qu'i 


* ?: 




■r 


Supposons enfin que l’on ait k considérer k la fois dans une même machine 
les deux circonstances qui influent sur la variation de la vitesse qu’on veut ré- 
gler, savoir, l’inégalité dans les accroissements «les quantités de travail , et les 
alternatives obligées dans les forces vives du système de va-et-vient. Poursuivie 
- la comparaison avec le réservoir d'eau , il faudra supposer des inégalités entre 
les quantités de liquide qui y entrent et celles qui en sortent, pendant que, 
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d’une autre part, le jeu d'un piston, dans un cylindre qui est en communication 
avec le bassin, ajoute et relire périodiquement de l'eau et contribue à changer 
le niveau qu'on voudrait rendre sensiblement constant. 
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Pour trouver approximativement dans la pratique Une limite à lu variation 
de la vitesse qu’on veut rendre constante, et pour s’assurer ainsi qu’elle ne chan- . 
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[1er ne varie pas d’une fraction donnée. Ces calculs ’ , ' -. 

; la pratique, et n’olfriront pas de difficultés dans ‘i_, * ' , 
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géra pas trop, on pourra supposer le cas le plus défavorable, c’est-à-dire celui 
où les deux causes de variation influent dans le même sens sur la force vive dé 
la partie delà machiue qu'on veut régler. On cherchera d'abord le plus grand 
changement que peut produire la variation de force vive, on y ajoutera celle 
• qui provient des plus grandes inégalités d’accroissement entre le travail moteur 
et le travail résistait, et eu se servaut de cette somme comme nous avons fait 
. précédemment de la quantité D, on aura toujours moyen de disposer le vo- 
tant pour que la vitesse à régie 
. • approximatifs suffiront dans 
leurs applications. -, 
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■ io3. Nous allons examiner maintenant dans les machines la partie qui est 

destinée à recueillir le pluir de travail possible du moteur. Elle exige pyur 
chaque espèce de moteur une étude particulière, qui deviendrait fort' longue si 
' J'on voulait entrer dans tous les détail^ de construction. Nous ne nous en occu- 
perons ici que pour donner des principes généraux sur l’économie du travail', et 
pour établir quelques règles qui résultent de ces principes. . • . ' 

Nous allons examiner successivement Ica-appareils destinés à recueillir le tra- 
vail et à le transmettre à une roue d’engrenage quelconque, lorequ’on le rire:- 
i 11 des courants d’eau ; a" des hommes et des animaux; 3* de la vapeur; 4* «fes -.V ; * \ . K 
courants d’air. ‘ ' " * . ’ ~ ' v . • . - ' ... 

lo.j. Occupons-nous d'aliord de l'emploi du travail que fournissent les cou- 
rants d’eau. Nous donnerons un peu plus de détails sur ce moteur que sur les 
autres, d’abord, parce qu’il est le plus commun , et en outre, parce que plu- 
sieurs des considérations dans lesquelles nous entrerons s’appliqueront ensuite 
aux autre» moteurs. 

L'eau qui coule dans une rivière ou dans un canal reçoit de la gratté tin 
travail dont la mesure est le pdlds de cette eau multiplié par la hauteur verti- 
cale dont est descendu son centre de gravité. Ce travail serait tout employé à 
accroître continuellement la vitesse du fluide sans les forces résistantes pro- 
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duites par les frottements 
d'accroissement 

ce qu’on appelle un régime, c’est-à-dire une vitesse constante, on peut dire 
que le travail dû au poids de l’eau qui se rend des terres 
à opérer ce transport en surmontant les frottements qui 
que le tirage des chevaux opère celui des marchandises 
qu’exige le transport de l’eau est d’autant plus considérable 
plus grande, puisque les frottements augmentent avec la rapidité du courant. 

’ Il en résulte que, pour obtenir une certaine vitesse, il faut une pente qui pro- 
. duise un travail suffisant. Le courant fournissant une quantité d'eau déter- •• • * 

minée, la section de la rivière dépend de la vitesse; lors donc qo’on a la fa* . * ;•.*/>■ •> .i 
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.culté d'augmenter cette section , soit en tenant les eaux plus hautes dans'lcur lit, 
soit en les laissant s’étendre en largeur, on peut diminuer la vitesse, et dès lors ' .«•* s'- ' 
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diminuer aussi la pente nécessaire pour fournir le travail que doivent absorber 
les frottements. C’est ce qu’on lait à l’aide des retenues ou batrages : ils écono- 
misent une portion du travail qui serait perdu par l'accroissement de frottements 
que produirait une vitesse plus grande qu'il n'est nécessaire, et celte portion 
* économisée se transmet à des usines où elle est employée à diverses fabrications. 

Mais une fois que la pente est devenue très-faible, on accroîtrait dans une pro- 
’ • portion énorme les inondations, si l'on voulait la diminuer encore pour écono-- 
miser une très-petite quantité de travail; on né peut donc jamais disposer fur'" •' 
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1 ‘ " - plus, dans un jour, que d’un travail égal au produit du poids de l’eau que ; * . , ‘ i ,*f * j ,. " 

< fournil la rivière dans ce temps, multiplié par la hauteur verticale dont on peut 

' liilkln.... In nnnln lAl.ln HH. AAml... In A A ... . A . . A A A I n.V A AMA.In ... A n A. A 
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- / diminuer la pente totale sans rendre la section par trop grande et sans j 
* des inondations. Ainsi , cbnquc localité fixe une limite pour le travail 
peut rendre disponible dans une rivière. 



chine et en sorte cosuitc sans occuper immédiatement un espace aussi grand que 
celui de la rivière; conséquemment il faudra qu’elle prenne pour sortir de celte 
machine une vitesse plus grande que celle qu’elle avait dans la rivière. Or, ces 
■ • accroissements de vitesse exigeul l'emploi d’une certaine portion de travail, qui 
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les surfaces des deux courants à quelque distance au-dessus et 
barrage,; 14 où la rivière a un cour» réglé. 
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remarquer que, lorsqu’on parle du plus ou du moins de J • . > - J 

chute d’eau que forme un courant, on sous-entend que • • 
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ulé pour un temps donné, par exemple, pour une journée 
qui descend , étant une source indéfinie de travail, il faut, * f . , 

,1» nette source . énoncer ce quelle produit dans une cer- , • • . 
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l’eau qui descend d'un courant supérieur h un courant inférieur, sont les roues à 
augets et les roues h aubes ou à palettes. Dans les roues h augets , on tire l'eau du 
bief par sa superficie, et on la fait arriver sur la roue avec peu de vitesse; elle 
entre dans des seaux on augets qui la descendent lentement, pendant qu’elle 
leur transmet le travail dû à son poids. Dans les roues & aubes ou h palettes , on 
tire l’eau de la retenue par un orifice inférieur; ce liquide arrivant sur les aubes 
avec la vitesse due à la chute, produit sur celte roue une partie du travail total 
qu’il peut transmettre, c'est-à-dire de sa force vive. 

Nous ferons remarquer que les termes d 'augets et d 'aubes ou palettes n’ont 
point de distinction bien prononcée. Pour nous conformer à l’usage, et pour 
éviter tout embarras à ce sujet , nous appellerons augets ce qui est destiné à 
recevoir l’eau dans les roues où elle agit principalement par son poids, et nous 
appellerons aubes et palettes ce qui est destiné à recevoir l’eau quand elle 
n’agit que par la vitesse acquise : les palettes sont de simples plans; les aubes 
sont plutôt des surfaces recourbées, ou des espèces de vases ou canaux où le cou- 
rant entre et sort facilement. On emploie quelquefois ces deux dénominations 
l'une pour fautre. 

Pour transmettre le travail d'une chute d'eau, on a imaginé encore d'autre s 
systèmes que les roues à augets et que les roues à aubes ou à palettes; mais ils 
rentrent tous, soit dans le premier mode, où l’on fait agir l'eau par son poids, 
en ne lui laissant acquérir que Irès-pou de vitesse, soit dans le second, où le 
travail dû à la descente de l'eau commence par s’accumuler sur ce liquide, pour 
lui donner une certaine vitesse, qu’il perd ensuite, en grande partie, en trans- 
mettant à la machine une quantité de travail dont le maximum théorique a 
pour mesure la force vive qu’il possède. On peut combiner aussi des dispositions 
qui participent de ces deux systèmes; mais l’élude que nous ferons de ceux-ci 
sullira pour mettre en état d’apprécier facilement toutes les antres combi- 
naisons. 

107. Occupons-nous d’abord des roues à augets, cest-à-dire de celles où 
I eau est reçue avant d’avoir acquis une grande vitesse, pour agir par son poids 
pendant qu elle descend ; examinons, en premier lieu , ce qu’on peut reconnaître 
sans calculs. 

Il est clair que le travail qui est transmis aux augets sera d'autant plus grand 
qu ils recevront une plus grande partie de l’eau qui descend , et que celle-ci y 
entrera avec moins de vitesse relative par rapport aux augets, puisque c'est cette 
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vitesse relative qui donne lieu aux pertes de travail dues aux bouillonnements , 
aux frottements et aux ébranlements que la roue peut prendre et communiquer 
au sol environnant. On voit aussi évidemment que l'eau quittant les augels avec 
la vitesse de ceux-ci , possédera encore une certaine force vive , et n'aura pas 
tiansmis tout le travail dû à la chute. Conséquemment, il faudra donner là la 
roue le moins de vitesse possible; il suffit que l'eau de la rivière puisse s'écouler 
en passant ainsi par les augets. Si donc on a plus d'eau à y faire passer, il vaudra 
mieux donner plus de largeur b ces augels que d’augmenter leur vitesse. Il ne 
faudra pas non plus donnei trop d’épaisseur à la lame d’eau quils reçoivent, parce 
qu’il y aurait une différence trop sensible entre les vitesses du dessus et du dessous 
« de cette lame, et qu’il en résulterait des frottements et des ébranlements plus 

sensibles b son entrée dans ces augels. Comme l’eau qui arrive sur la roue doit 
passer dans un espace que les localités limitent ordinairement, il faut bien 
qu'elle ait une certaine vile-se. Pour proliterie plus possible de celle-ci , comme 
nous l’expliquerons tout à l'heure , on fait arriver l’eau un peu au-dessous du 
diamètre horizontal de la roue, en un poiut où la direction dè la vitesse des 
augets fait un angle aigu avec celle de la lame qui vient les rencontrer. Il faut 
avoir aussi le soin d’emboîter la roue daus un canal qui empêche qu une partie 
de l’eau fournie par le bief ne coule dans le coursier sans entrer dans les augets. 
Il est clair, en effet, que ce liquide, qu'ils ne reçoivent pas , ne peut transmettre 
aucun travail là la roue, et que celui qui en aqft avant d’être arrivé au bas de la 
chute ne transmet pas tout le travail qu’il reçoit de la gravité , et qu’il aurait pu 
communiquer. 

Le poids de l’eau que fournit la chute, et qui entre dans les augels, produira 
' " * par sa descente du bief supérieur au bief inférieur, une quantité de travail qui 

se partagera en deux parties : une portion sera employée à donner h leau qui 
arrive sur la roue une certaine force vive; l’autre sera transmise aux augets , 
pendant qu'ib descendent avec le liquide. La première portion , cest-è re a 
force vive qu’a l’eau à son entrée dans l’auget, se partagera en trois parties: 
une première sera perdue en lmuillonnemenls de l’eau et en ébranlements de 
l'auget et de la roue; une seconde sera transmise à cet nuget et produira un 
certain travail moteur, que la roue transmettra en outre de celui qui sera u 
au poids de cette eau , pendant quelle reste duns l’auget; enfin , une troisième 
sera la force vive qui restera b l'enu en quittant 1 auget. 11 i st clair que, 

• trois parties, une seule sera employée utilement, les deux autres seront per- 
* dues sans profit : il faut donc chercher b rendre la somme de ces deux pertes 
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aussi petite que possible. Or, pour cela , il suflit de faire tourner la roue le plus 
lentement possible , et de faire entrer l'eau dans l'auget avec une faible vitesse. 
Mais on ne peut pas diminuer celte dernière vitesse indéfiniment, car il faut 
bien que l’eau fournie par la rivière, ou au moins que celle qu'on veut utiliser 
par minute, par exemple, passe dans une certaine ouverture pour arriver dans les 
augets; dès lors il y a , suivant les localités, une vitesse qui est lin minimum. 
Plus celte ouverture sera grande, c’est-à-dire plus la roue à augets sera large, 
moins il y aura de travail perdu ; mais comme les économies de travail ne 
portent plus que sur peu de chose , une fois qu'on a réduit la vitesse à un certain 
minimum , et qu’il eu coûterait plus alors en frais de construction, pour aug- 
menter la largeur de la roue et du coursier, qu'on ne gagnerait à économiser 
une petite fraction de travail , on s’arrête à ce terme. 

On doit donc se proposer cette question : lorsque la vitesse de l'eau qui 
arrive dans les augets est déterminée, quelle vitesse faut-il donner à 1a roue 
pour qu’elle reçoive le maximum de travail , c’est-à-dire pour que les deux 
pertes dont nous venons de parler soient un minimum ? Après avoir traité 
d’abord cette question pour le travail transmis immédiatement aux augets ou à 
la roue qui les porte , nous reviendrons plus loin au cas où le travail qu’on veut 
rendre un maximum est celui que peut fournir une roue intérieure, ou telle 
autre partie delà machine, recevant son mouvement par des- renvois plus ou 
moins compliqués , qui font perdre encore une portion du travail. 

108. Supposons les augets assez peu profonds, et la lame d'eau assez mince 
pour qu'on puisse regarder comme égales toutes les vitesses des différents points 
de ces augets, ainsi que celles des différentes particules d'eau qui y entrent. 
Nous admettrons aussi qu'à cause de la grande masse de la roue et des systèmes 
mobiles qu'elle fait marcher, la vitesse de rotation de cette roue reste très- 
sensiblement constante, de telle sorte qu’on puisse assimiler les augets à des 
vases ayant un mouvement uniforme. Désignons par u les vitesses communes 
à toutes les particules d’eau , par v la vitesse de l’auget, par a l’angle de ces deux 
vitesses, et par P le poids de l'can qui s'écoule pendant l’unité de temps. Une 
portion de la force vive que possède, à son entrée dans l'auget, l'eau écoulée 
pendant l’unité de temps, sera transmise à la roue. Cette portion, en vertu de 
ce que nous avons dit (article g3) , sera 

p v (u cos » — e) 

g 
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Celle expression croissant avec cos«, c'est-à-dire à mesure que a diminue , on 
devra chercher à rendre cel angle le plus petit possible. C'est à quoi l'on par- 
vient eu faisant arriver la lame d’eau , comme nous l'avons dit, en un poiut de 
la roue où les augets se meuvent dans une direction qui diffère peu de celle de 
cette lame; mais comme il n'est pas possible de rendre cet angle a tout à lait 
nul , puisqu'il faut que l'eau entre dans les augets par les ouvertures qu'ils pré- 
sentent, on doit laisser cos« dans l'expression du travail transmis. 

La valeur de v, qui renil ce travail un maximum , est cr= Ainsi, 

pour que l'on perde la plus petite portion possible de la force, vive de l'eau, à 
son entrée dans l'augct , il fuut que la vitesse de ce dernier soit moitié de celle 
delà lame, cette vitesse étant estimée dans le sens de l'autre. Le travail transmis 

alors , par le seul effet de la vitesse acquise », est P ji_£2L? ( c'est-à-dire un peu 

moins de moitié de la force vive P — que possède l'eau à son entrée dans ces 
augets. 

Si A désigne la hauteur dont descend le centre de gravité de l’eau , pendant 
quelle reste couleuue dans l'augct, le travail transmis à la roue par le poids P 
de fluide qui est reçu daus l'unité de temps , sera PA. En y ajoutant celui qui 
provient de la vitesse acquise quand le liquide arrive sur la roue , on aura pour 
le travail total 


Pour v. 


U COSa 


, sa valeur,. qui est un maximum, devient 


PA + P 


D'après celjte formule, ou ne perdrait de tout le travail dû à la chute, qui est 
à très-peu près PA -+■ P ~ , que la quantité P ^ ' c’est'^'dire un 


peu plus de la moitié de la force vive de l’eau à son arrivée sur lu roue. Cepen- 
dant, comme dans la pratique il est difficile que tout le liquide soit reçu dan» 
les augets, et qu'il ne les quitte pas avant d'être arrivé au bas de la chute , on 
ne recueille guère au plus que sept à huit dixièmes du travail total , c’est-à-dire 
du poids de l'eau multiplié par la hauteur de la chute. 
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Si, dam l'expression géuéiale du travail transmis à lu roue, savoir, 

P.A ■+■ p t ’( uco ** — ï j on f a j t >; = acosa, elle se réduit à P A. Si v était plus 
grand que u cos* , le terme P ** “ C °^ * — -- changeant de signe,. le travail trans- 
mis deviendrait plus petit que PA , et il diminuerait indéfiniment , à mesure 
que v croîtrait. Ceci résulte évidemment de ce que l’auget ayant plus de vitesse 
que l’eau qui sort du réservoir supérieur, cette eau serait poussée dans lé sens 
de son mouvement , et presserait en sens contraire le dessus de l’auget , pour 
s'opposer au mouvement de la roue. 11 se produirait ainsi une force résistante et 
un travail résistant qui sc retrancherait du travail moteur PA , que la gravité 
produit par la descente de l’eau. 

Il semblerait d’abord, d’après la formule précédente, que si c devenait très- 
petit , et enfin zéro , le travail resterait égal à PA. Ce résultat, pour être vrai , 
supposerait que le même poids P d’eau passe toujours dans la roue pendant 
l’unité de temps; mais il est clair que lorsque v est plus petit que u, il faut, 
pour que cette condition soit remplie, que la section du courant qui remplit 
les augets, et qui descend avec une vitesse c, pendant que la rque tourne, soit 
plus grande que celle qu’il avait en entrant dans l’auget avec la vitesse u , et cela 
dans le rapport de u ii v. La capacité des augets fixe une limite à v, en dessous 
de laquelle toute l’eau fournie par le courant supérieur, dans l'unité de temps, 
ne passerait plus -par les augets. Pour des valeurs de v plus petites que cette 
limite, la quantité qu’il faudrait mettre dans la formule ci-dessus, è la placp 
de P, pour représenter l’eau que reçoit la roue pendant l’unité de temps, irait 
en décroissant proportionnellement & t>. II s’ensuit, comme on va le voir, que^ 
si la vitesse des augets, supposée assez petite pour qu’ils commencent à être 
pleins, est encore supérieure à celle qui eût correspondu au maximum si ces 
augets eussent été plus grands , elle sera celle qui conviendra au maximum 
dans ce cas; en sorte que le travail reçu par la roue irait en décroissant si elle 
diminuait. 

En effet, si l’on désigbe par c, cette vitesse des augets qui commence à être 
assez petite pour qoe la lame d’eau les remplisse , pour des vitesses plus petites, 
il faudra réduire le travail recueilli , dans le rapport de c à v. ; en sorte qu’en 

le désignant par T, tant que v est plus grand que f., il deviendra T — une Ibis 

que v sera plus petit. Il est facile de voir que ce dernier travail T ~ décroit avec c, # 
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à partir de l'instant où i> = (». ; si toutefois cette valeur v, n'est pas beaucoup 
plus grande que celle qui rend T un maximum , c’est-à-dire que En 

effet , on sait qu'une fonction décroît avec la variable , quand sa dérivée est 

v «rr t 

positive ; la dérivée de T ~ devient , pour t' = y,, + — , quantité qui est 

ip 

positive tant que le terme ^ n’a pas une valeur négative égaie à — . Or, quand 
_ - . • dT 

T est un maximum , on a — = o ; on voit donc qu apres ce maximum , tant 


,rr 


que la valeur négative de n’est pas un peu grande, la fonction T — décroît 


avec v. Ainsi, une fois que les augets sont pleins, c’est-à-dire une fois que v 
devient plus petit que f, , si celte dernière valeur n’est pas trop supérieure à 

, le maximum de travail recueilli correspond à la vitesse pour laquelle 


les augets sont pleins. Si cette vitesse i’„- est plus petite que 


u cos 3 . 

— - — , le maximum 


de travail correspond toujours à e = 


a cos s 

a 


C’est ce qui arrive le plus ordinai- 


rement, parce qu’on fait en sorte que les augets aient assez de capacité pour 
que toute l’eau fournie passe encore dans la roue pour cette vitesse. 

On peut remarquer que lorsque là vitesse de la roue est trop petite pour que 
les augets débitent l’eau que fournit le courant, alors celle-ci s’élève dans le 
bief supérieur. Cette élévation néanmoins a promptement un terme ; d’abord , 
parce quelle produit toujours une légère augmentation de la vitesse des augets, 
et par suite de l’eau qu’ils descendent ; cl ensuite parce qu’une plus grande por- 
tion du liquide coule entre les augets et le coursier, et que bientôt cette por- 
tion , qui croit avec la charge à l’entrée , suffit pour, le débit de ce qui ne pouvait 
passer par les augets. Souvent aussi, un déversoir qui laisse écouler librement 
l’eau du bief quand elle s’élève au-dessus d’une hauteur donnée, arrête aussi 
celte surélévation , et (ait que toute l’eau est dépensée sans que les augets en 
prennent davantage. • 

En résumant les conséquences des considérations précédentes, nous dirons 
que lorsqu'il s'agit d'une roue à augets déjà établie, et pour laquelle la section 
et la vitesse du courant d'eau qu'on y fait entrer sont aussi déterminées, si la 
capacité des augets permet d'y faire passer toute l’eau du bief avec une vitesse e 
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moitié de la vitesse u cos a, c’est-à-dire de celle de la lame d’eau qu’ils reçoi- 
vent _cette vitesse étant estimée dans le sens de celle des augets, le travail 
transmis dans l’unité de temps est un maximum , ainsi qu’on vient de le dire 

poure=î^^. Mais lorsqu’ir s’agit d’établir une roue à augets et tous ses ac- 
cessoires, et de disposer de la vitesse u elle-même et de l’angle a , on tâchera 
de diminuer cet angle en faisant arriver i’eau presque tangentiellemcnt à la 
roue; et en même temps on diminuera le plus possible la vitesse «avec laquelle 
l’eau arrive sur laj-oue, ce qu’on fera en augmentant la largeur de la lame au- 
tant que les localités le permettent. Comme il faudra bien que cette vitesse 
reste assez grande pour que toute l'eau dont on peut disposer dans l'unité de 
temps se débite par l’orifice, on cherchera encore à utiliser la plus grande 
partie possible de la foree vive de l'eau qui entre dans les augets, en ne donnant 

à ceux-ci que lit, vitesse pourvu qu’alors toutç l’eau fournie dans l’unité 

de temps par le bief supérieur ne cesse pas de pouvoir passer par ces augets. Il 
faudra pour cela que ceux-ci , quand ils sont pleins, forment un courant avant 
une section à peu près double de celle de la lame d’eau avant quelle y entre. 
Pour peu que cette condition ne soit pas remplie en même temps que celle qui 
se rapporte à la vitesse- de la roue, on perdrait plus de travail en raison de ce 
qu’une partie de l’eau serait obligée de passer ailleurs que dans les augets , 
qu’on n’en aurait gagné en cherchant iue ni ployer une portion de la force vive du 
liquide à l'aide d'une diminution de cette vitesse. C’est par cette raison que , pour 
être bien sûr que les augets reçoivent foute l'eau possible dans l’unité de temps, 
on préféré donner à la roue une vitesse un peu plus forte qu’il ne le faudrait à 
la rigueur. Souvent même par économie de. construction, pour ne pas avoir 
des augets très-larges, on leur laisse une vitesse à peu près égale à celle qu’a l'eau 
en y entrant, et l’on ne recueille que le travail dû au poids de l’eau pendant 
qu’elle descend. Dans ce cas, ainsi que nous venons de le faire voir, les augets 
étant supposés remplis, si l'on donnait à la roue une vitesse moindre, le travail 
recueilli diminuerait. . 

Ainsi, dans tous les cas, il y a pour les augets d’une roue hydraulique une vi- 
tesse qui convient au maximum du travail à recueillir par la roue dans l’unité 
de temps : nous dirons plus loin comment on parvient, dans le premier éta- 
blissement des autres parties de la machine, à disposer les choses de manière 
que cette vitesse se produise. 
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109- Examinons maintenant la théorie analogue pour les roues à aubes ou 1 
palettes (‘) T c'est à-dire pour celles où l'eau sort de la retenue par une ouverture 
inférieure, et acquiert ainsi une grande force vive qu'elle transmet en partie à 

la roue sans agir par son poids. 

On peut distinguer deux modes de construction de ces roues : dans le pre- 
mier, les aubes sont emboîtées par un coursier de manière à former des vases 
qui sont fermés un instant par cq, coursier après que l'eau y est entrée , et qui se 
rouvrent ensuite quand l'aube se dégage Je ce boursier; dans le second mode, 
les aubes ne sont pas emboîtées par le coursier, l’eau qu’ellé& reçoivent ne fait 
que circuler pour se dégager par les côtés, et même par-dessus. 

iio. Occupons-nous d'abord du premier mode, c'est-à-dire de celui où le 
coursier emboîte les aubes assez longtemps pour que l’eau qu’elles ont reçue ne 
puisse les quitter qu'après que son centre do gravité n'a plus que la vitesse v de 
la roue. A lors on peut assimiler ces aubes elle coursier qui les renferme à un 
vase qui se meut dans une certaine direction avec une vitesse v, et dans lequel 
de l'eau, après être entrée avec une vitesse u faisant un petit angle a avec cette 
même direction r ne peut sortir avant que son centre de gravité ait perdu son 
mouvement relatif pur rapport au vase , c’astrà-dire avant qu'il ait pris la vitesse 
i>. Or, nous avons vu (article 94). que dans ce cas le travail transmis au vase 
dans l'unité de temps, par un poids P d'eau , est 


V (u COS a — v) 

g 


Le maximum de cette expression par rapport à v correspond à v = ^ — ; eHc 

devient alors égale à 


P u' 

cos V 

2 ÿg 


Comme ordinairement l'angle a est très-petit, ce travail est sensiblement égal à 

• P £ 

2 ' 

* - 

l*) Le mot iïaubt sera pour nous le terme générique s'appliquant à tout cé qui reçoit le 
choc de t'eau ; ccs aube» deviendront des palettes quand elles seront de simplet plan* non 

emboîté*. m 
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c’est -à dire à la moitié de la force vive que possède l’eau à sou entrée dans 
l'auget. L’autre moitiédela force vive se trouve perdue en partie par les bouillon- 
nements et les ébranlements , et en partie par la vitesse que conserve le centre de 
gravité de l’eau enfermée entre deux aubes au moment où celles-ci quittent le 
fluide. Ainsi , dans les roues construites de manière que le coursier emboîte 
complètement les aubes , celles-ci recueillent le maximum de travail d’une 
lame d'eau ayant une vitesse et une section déterminées : lorsque leur vitesse 
est moitié de celle de l’eau, ce maximum est la moitié de la force vive que 
possède le courant en arrivant sur la roue. 

Je ne connais pas d'expériences qui soient faites avec précision pour ce cas; 
mais celles où les dispositions approchaient le plus de ce que nous venons de 
supposer n’ont guère donné plus que le tiers du travail dû è la chute. Il faut 
faire attention que ce travail total est toujours un peu supérieur à la force vive 
de l'eau qui arrive sur la roue, eu sorte que bien qu’on recueille alors, suivant 
la théorie, la moitié de cette force vive, lorsque le coursier embotte bien les 
aubes, on ne doit pas obtenir tout à fait la moitié du travail dû à la chute. 

■ 1 1. Examinons maintenant le second mode de construction de ces roues; 
supposons qu'au lieu d'emboiter les aubes ou les palettes dans un coursier qui 
ferme l'issue à l'eau de tous côtés, on laisse à cette eau toute facilité pour se 
dégager. Pour prendre d'abord le cas où la théorie a quelque chose de plus 
précis, concevons qu'au lieu de palettes plates, on adapte il la roue des aubes 
ou des vases en forme de canaux recourbés, construits de manière à obliger 
chaque particule d'eau il se dévier horizontalement, et 6 quitter la roue dans 
une direction qui fait un cerlaiu angle avec celle qu'elle avait en y entrant. 
Chaque aube sera donc une espèce de caual recourbé en forme de portion de 
cercle, présentant, lorsqu’il se plonge dans le courant, une ouverture assez 
large pour que toute l’eau puisse y entrer et s’y dévier ensuite dans une direc- 
tion sensiblement horizontale. Nous supposerons que cette eau , en sortant de 
l'aube, puisse se répandre dans un bassin latéral où l’écoulement ne soit pas 
gêné. Ceci ne s'applique, bien enlcudu, qu'au cas où la roue u'est pas plongée 
dans un courant indéfini, mais seulement au cas où elle reçoit un courant 
limité dans su largeur, et à côté duquel on peut ménager un espace libre pour 
recevoir l'eau à sa sortie. Bien qu'un ne construise pas ordinairement des aubes 
qui fassent ainsi dévier horizontalement tous les filets du courant d’eau qu’elles 
reçoivent, cependant il est lion d’étudier ce cas , parce qu'on y ramène ensuite 
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avec quelque approximation le» diverses constructions en usage, savoir, les 
aubes courbées horizontalement ou verticalement. 

Supposons que l’espèce de canal que forme l'aube ait assez peu de longueur 
pour que chaque particule d’eau qui y est eutrée en soit sortie avaul que le 
mouvement de la roue l’ait sensiblement relevée. Ici , comme l'eau peut 
sortir librement de l’aube, et qu'on peut regarder le mouvement de celle-ci 
comme uniforme et rectiligne pendant que l’eau la parcourt, que de plus la 
courbe décrite par chaque particule fluide est sensiblement dans un plan hori- 
zontal, et qu’ainsi l’effet de la gravité peut être négligé, on pourra supposer 
que la vitesse relative de 1 eau par rapport k l’aube reste constante dans les filets 
fluides pendant que l’aube les force à se dévier. Kous ferons donc ici l’application 
de ce que nous avons dit à l’article 84 sur le travail transmis par un courant à 
un canal ayant un mouvement uniforme et rectiligne. 

Si u est toujours la vitesse du courant il sou entrée dans l'aube eu forme de 
canal , c celle de celte aube, que a. soit l'angle de la déviation totale qu'a subie 
la vitesse relative du fluide depuis son entrée dans l'aube jusqu'à sa sortie, on 
aura , pour le travail transmis à l'aube par un poids P de fluide, 

p r(u — r) JJ — CUS«). 

& 

. f - • ' h ’ * * ' v -> r 

Il est clair que si plusieurs aubes semldables se succèdent , et qu’on ajoute les 
quantités de travail que chacune reçoit pendant que le fluide y passe , on aura 
pour somme une expression toute pareille à la précédente, à cela près que P y 
deviendra le poids total de fluide fourni par le courant dans l'unité de temps. 
Ma is remarquons qu’il faut pour cela que l'intervalle des aubes soit tel , que 
chacune ne quitte pas le fond du coursier avant que louteTeau qui se trouvait 
devant y soit entrée; car, dans le cas contraire, il y aurait une portion de 
fluide qui s'écoulerait sans avoir atteint l’aube et sans avoir produit aucuu tra- 
vail. Si l’on désigne par / la longueur de la partie de la circonférence extérieure 
de la roue qui reste emboîtée dans le coursier pour que l’eau soit forcée d entrer 
dans le» aubes, et par e l’intervalle de ces aubes mesuré sur cette même cir- 
conférence, il faudra approximativement que cet intervalle e ne dépasse pas 

/ — ■ \ sans quoi les dernières particules fluides delà portion de courant qui 
est entre deux aubes n’auraient pas le temps d’atleiudre celle qui est devant 
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au moment où celle-ci commence à quitter le fond du coursier. Mais dès qu’on 
a e<l — — -, toute l’eau fournie par la chute dans l’unité de temps, dont 


nous désignons le poids par P, sera reçue par les aubes, et le travail transmis 

sera égal & • 


p ^ 

g 


(I — COS a). 


Pour que cette expression soit un maximum par rapport li « et à t», il faut 
qu'on ait, cosa= — i, et t<=?. Ainsi, pour recueillir de la chute un maxi- 
mum de travail avec ce système de roues, il faut que l’aube forme un canal 
dans lequel l’eau se dévie de deux angles droits, comme dans un demi-cercle , 
et que la vitesse de l’aube soit moitié de celle du courant (*). 


(*) Si , en partant de ce que la pression sur chaque aube est proportionnelle au carré de 
la vitesse relative (u — v) , ainsique cela résulte des formules de l’art. 8t, on voulait en 
conclure qu’elle doit l'être de même sur l'emcmble de la roue , on trouverait que le travail 

u 

transmis est proportionnel à (u — v)’ v, et que soti maximum correspond à v =- . 

J 

H 

Cependant nous avons trouvé pour le même cas qu’on devrait avoir v = — . L’erreur, dan s 

le premier résultat, vient de ce qu'il ne s’appliquerait qu'à une seule aube toujours plongée 
dans le courant , et ne recevant pas ainsi dans l'unité de temps toute l’eau que fournit le 
courant, puisqu’elle recule devant lui. Lorsque l’on considère toute une roue, il y a deui 
pressions qu’il ne faut pas confondre : une pression moyenne hypolltétiquc qui , appliquée 
à la roue, au centre d'une aube mobile, produirait le travail que recueille la roae , et la 
pression qui agit sur chaque aube en particulier, en vertu de 1a vitesse acquise par la por- 
tion de fluide qui se trouve entre deux aubes consécutives. Cette dernière est bien propor- 
tionnelle au carre de la vitesse relative (u — v) ; mais si l’on a égard à sa durée , c'est-à-dire 
à l’espace que décrit l'aube pendant le temps que la portion du courant qui est devant em- 
ploie à couler dedans, on trouve toujours que le travail total trausmis à la roue contient le 

U 

facteur variable y[u — s»), et qu’ainsi son maximum correspond a v = - . En effet , admet- 
tons toujours que l’aube fause dévier le courant Ûuide d’un angle a, et cherchons le travail 
transmis à l’aube par l’action de ce courant ; nous réunirons ensuite toutes ces quantités de 
travail pour l’ensemble des aubes- Si À est la section du courant qui entre dans l’aube, et it 
le poids de l’unité de volume de l’eau, la pression exercée sur cette aube, dans le sens du 
courant qu’elle reçoit , sera , d’après ce que noua avons vu (art. , 
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Le travail transmis deviendra alors é|çul à 



c'est-à-dire à toute la force vive de l'eau qui arrive sur la roue ; il est donc le 


I 


v 


(a— »)' 

it,\ (1 — cosa) , 

S 


eu supposant que le courant remplisse le caual depuis sou origine jusqu'au point où la dé- 
viation est d'un angle égal à a. Lorsque le liquide n'est pas encore arrive à l'extrémité du 
canal , c'est-à-dire que la déviation extrême n’est pas encore de la plus grande valeur de a , 
cet angle, dans l'expression ci-dessus, se rapporte à l’extrémité de la portion de courbe que 
cette eau occupe à l'instant que l'on considère. Cette pression est donc variable jusqu’à ce 
que le canal soit plein; elle reste constante ensuite tant qu'il reste plein; puis elle redevient 
variable quand il se vide. Or, en réunissant le travail dû à la pression variable pendant 
que l'aube se remplit , à celui qui est dû à la pression variable pendant qu’elle se vide , il est 
facile de voir que comme le mouvement de l'aube est supposé uniforme, ainsi que celui de 
l'eau dans le canal qu’elle forme . on anra une somme égale à ce qu'on obtiendrait si le canal 
restait plein pour l'une de ces périodes égales : en sorte qu'on peut regarder la force comme 
constante, et supposer qu’elle agit depuis que l’eau a commencé à entrer jusqu’à l’instant ou 
elle cesse d'entrer. Soit » le clicmin décrit par l’aube pendant ce temps; le travail qu’elle 
aura reçu Aéra donc 

(n _ 

«A» (I — cos i). 

K 

Pour trouver la valeur de », remarquons que çet espace sera celui qu’aura décrit l’aube 
depuis l'instant où elle a commencé à entrer dans le courant, jusqu'à celui où la dernière 
portion de ce couramt , qui n’est pas interceptée par une seconde aube qui vient se mettre 
devant la première, aura atteint son entrée. Cet espace est le chemin que doit parcourir un 
point ayant une vitesse u, pour atteindre un point qui a une vitesse v, et qui est parti avec 

• » ' if t , , • % • 

eu • 

une avance e égale à l’intervalle des aubes. On a donc t =■ , et le travail transmis a 

u — v 

une aube par le courant que l’on considère sera par conséquent 

e ( u — p] 

*Au - (J — cosa). 

S 

Celle expression ne se rapportant qu’à une aube, pour avoir le travail que reçoit la roue 
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plus grand possible pour tous les systèmes où , avant de Taire agir l'eau , on la 

laissera acquérir toute lu vitesse que la chute peut lui donner. Cependant nous 
allons voir que, même en admettant toujours les suppositions sur lesquelles est 
basée la formule précédente, on ne peut pas recueillir en totalité ce maximum 
théorique égal au travail dû à la chute d'eau. 


D’abord , cette force vive totale P — que possédé l’eau en arrivant sur les 


aubes ne peut jamais être tout à fait égale au travail dû à la descente de ce 
même poids P pour la hauteur de la chute, ainsi que l’expérience l’a appris; 


de sorte que, même en admettant qu'on pût transmettre un travail égal i Pÿ 

il y aurait déjii une différence en faveur des roues à augels remplissant aussi 
de leur côté toutes les conditions rationnelles qui leur conviennent. 


En admettant que les conditions cosa = — i et t’=^ fussent remplies, 


l’eau qui sort de l'aube n'aurait plus qu'une vitesse nulle, comme cela doit 
être pour qu’elle ait transmis un travail égal à sa force vive. En eflet , sa vitesse 

relative dans l'aube étant u — e , ou ", et celle de l'aube étant en sens con- 


dans l'unité de temps, il faudra la multiplier par le nombre d'aubes qui entrent dans te 
aouraut pendant ce temps. Or, e étant l’iatervalle des aubes, ce nombre sera ainsi le 
travail transmis dans l’unité de temps sera 

uv[u — v) , t 

aA (1 — cos a). 


Ici «Au est le poids de l'eau que fournit le courant daus l’unité de temps; c’est ce que 
nous avions désigné par P. L'expression précédente devient donc 


Ainsi, en partant de la pression sur chaque aube, qui est proportionnelle au carré de 
la vitesse, nous retrouvons, pour le travail transmis à la roue, la même cipression que celle 

que nous avons employée : son maximum correspond toujours bien iss -. 
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traira”, ces vitesses sc détruisent, et l’eau sort de l'aube sans vitesse; c’est 

dans ce cas l’aube qui abandonne une eau devenue immobile. 

La condition que l’eau quille l'aube avec une vitesse nulle ne pourrait être 
rigoureusement remplie qu'aulaut qu’il n'y aurait qu’une aube, et qu'il existe- 
rait un espace libre sur le côté de la roue où le liquide pût venir s’arrêter ainsi ; 
mais dans la réalité, pour une série d’aubes tournant dans un espace lixe, il 
n'est pas possible que l’eau quitte cet espace sans uue vitesse moyenne qui dé- 
peud du débouché qu’ou peut douuer pour sa soi tic. Si l’on admettait pour un 
instant, comme cela est possible pour une aube, que l’eau sortit avec une vi- 
tesse nulle, alors l’aube suivante la pousserait devant elle en tournant, et lui 
donnerait nécessairement une vitesse dans le sens de son mouvement. La néces- 
sité que l'eau fournie par le courant dans l'unité de temps sorte de la surface 
■ le révolution dans laquelle la roue tourne , détermine un minimum de vitesse 
moyenne de sortie. La force vive qui est due il cette vitesse viendra toujours en 
déduction du travail qu’on peut retirer de la chute d'eau. 

Pour conserver cette légère vitesse, il suffit que celle de l’aube ne détruise 
pas complètement la vitesse relative de l’eau qui eu sort; or, cela peut arriver 
de deux manières, soit parce que l’angle a ne serait pas tout !i fait de deux 

droits , soit parce que v ne serait pas égal h j. Il est facile de voir qu’en laissant 

toujours v — et donnant seulement ii a une valeur un peu différente de deux 

droits, on aura une vitesse de sortie qui sera la résultante de deux vitesses égales, 
l’une tangente au cercle décrit par la roue, et l’autre tangente à l’extrémité de 
l’aube ; par conséquent cette vitesse sera & peu près perpendiculaire à ces deux 
directions, vu que celles-ci sont à peu près directement opposées. Si l’ou dé- 
signe par G le supplémeut de l’angle a , la valeur de cette vitesse de sortie sera 

«sin^. Ou voit donc qu’en prenant l’angle 0 ussez petit, cette vitesse sera faible 
et aura la direction la plus favorable & l’écoulement de l'eau. Si, par exemple, 
on prend seulement G de mauière qu’on ait sin - = j, la vitesse de sortie sera - : 

on ne perdra avec cette vitesse que le seizième de la force vive totale. Pour 
que l’on puisse diminuer ainsi la vitesse qu'a l’eau lorsqu'elle quitte l’aube, il 
faut lui préparer uu débouché suffisant & sa sortie. 

A l’examen d'i*je roue hydraulique, si l’on évalue par aperçu la scctiou du 
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courant d'eau qui quitte les aubes , on reconnaîtra si une grande portion de 
sa force vive a pu leur être transmise : plus cette section sera grande , et plus le 
courant aura donné de sa force rive. 

Je ne sache pas qu'on ait essayé de construire des roues avec des aubes for- 
mant des canaux horizontaux. Tout ce qu’on pourrait faire pour approcher de 
cette conception rationnelle, ce serait de courber les aubes horizontalement et 
de les emboîter par-dessus et par-dessous pour que les lilels fluides sortissent 
seulement par le côté de la roue en sc déviant de près de deux angles droits. 
Je doute que cette construction en grand puisse être facile , et que la dépense à 
faire n'excède pas celle qu’il faudrait pour établir une bonne roue à augets, 
prenant l'eau à la surface du bief supérieur, et pour y joindre , s'il le fallait, les 
renvois de mouvements qui redonneraient dans l’usine la même vitesse de 
rotation que celle que fournit la roue à aubes. Comme l’expérience prouve , 
conformément aux indications que donne la théorie , que ces roues îi augets , 
quand elles remplissent bien les conditions qui leur conviennent, recueillent 
toujours plus de travail que les autres, on ne doit chercher pour ces dernières 
aucun perfectionnement qui rendrait leur construction plus chère que celle des 
roues à augets , en y joignant , si cela est nécessaire , un renvoi de mouvement 
qui augmente la vitesse de rotation dans l’intérieur de l'usine. 

1 1 a. M. Poncelet a imaginé de construire des aubes en forme de canaux 
verticaux où l'eau s’élève et redescend pour sortir par la même ouverture par 
laquelle elle est entrée. Cette disposition a l’avantage d’ètrc d’une construction 
facile. L'expérience a prouvé que le travail recueilli par ces roues pouvait être 
d’environ cinq dixièmes du travail dû à la chute du courant. On trouvera le 
mémoire de M. Poncelet sur cette forme d'aube, dans un ouvrage qu’il a publié 
sur les roues hydrauliques. 

En considérant toujours, dans ce système de roues, le mouvement de l'aube 
comme rectiligne et uniforme pendant qu’une particule fluide la parcourt , on 
pourra appliquer ce que nous avons dit à la fin de l'article 88. Mais, comme 
nous l'avons remarqué, la théorie qui est basée sur ce que la vitesse relative de 
l’eau par rapport au canal , lorsqu’elle en sort, est la même que celle qu'elle 
avait en y entrant, ne peut guère s’appliquer qu'à de petites masses liquides 
entrant et sortant isolément, et pouvant s'assimiler chacune à une particule 
mobile. La vitesse relative u — v avec laquelle une particule se meut dans le 
canal redeviendra la même quand elle sera ab même point de 1^ courbe en redes- 
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Cendant; en sorte qu’en sortant de l'aube courbe, cette particule, après s'y être 
élevée k la bauteur due k la vitesse relative (u — 1>) avec laquelle elle y est en- 
trée, aura cette même vitesse relative; celle-ci se produisant en sens directe- 
ment opposé k la vitesse v de l'aube, il en résultera pour l'eau qui sort une 
vitesse résultante égale à 3e — u. Ainsi, ce canal vertical détourne de deux angles 
droits la direction de la vitesse relative de la particule d'eau , absolument 
comme si , au lieu de s’élever, elle se fut déliée horizontalement dans un canal 
eu demi-cercle pour en sortir dans une direction parallèle et opposée k celle 
qu'elle avait en entrant. Cette vitesse de sortie w — u devient nulle quaud 

r»= dans ce cas, la particule fluide aurait transmis toute sa force vive en 

quittant l'aube. 

Lorsqu’on ne considère ainsi qu'une particule d'eau qui se meut librement 
dans l'aube, la théorie est la même pour le mouvement dans une aube courbée 
verticalement ou dans une aube courbée horizontalement; la gravité n’a point 
d’influence quand la particule est revenue k l’entrée de l'aube; son effet s’est 
borné k retourner le sens de la vitesse. Mais quand il y a un courant continu 
entrant dans un canal vertical, alors la même théorie devient beaucoup moins 
applicable, ainsi que nous l’avons remarqué k l'article 88. Les particules déjà 
élevées, dont la vitesse est moindre, gênent le mouvement de celles qui sont 
en dessous et qui out plus de vitesse. En outre , le fluide qui redescend se 
choque avec celui qui devrait encore s’élever, et il en résulte beaucoup de pertes 
de force vive par les bouillonnements. Il n’est donc pas étonnantque bien que, 
d'après un aperçu théorique, on puisse recueillir un travail presque égal k la 
la force vive, on n’en recueille réellement qu’environ les cinq dixièmes. 

1 13 . Examinons maintenant le cas où les aubes sont formées de plans ou 
palettes plus larges et plus hautes que le courant, et qui forcent ainsi tous les 
filets fluides , ou au moins une grande partie , k devenir parallèles à ces plans 
en se dégageant librement par les côtés et par-dessus. Alors, comme la vitesse 
relative dans chaque filet se conserve sensiblement constante , soit parce que la 
déviation se fait eu grande partie horizontalement, soit parce qu’elle s’opère 
daus une petite étendue; qu’en outre le sens de la vitesse du plan diflère peu de 
celui de la vitesse du courant; on peut appliquer approximativement k ce cas la 
formule donnée article 84 sur le travail transmis k un plan mobile par une 
masse on un poids déterminé de fluide. Il est clair, en effet , que comme les 
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angles que fout ces palettes avec la direction du coûtant varient assez peu pen- 
dant qu'elles restent plongées, le travail transmis b. plusieurs palettes qui se 
succèdent sera sensiblement le même que si une seule recevait l’action du 
fluide P que fournit la veine dans une seconde , et qu’élle conservât en même 
temps une inclinaison moyenne entre la plus grande et la plus petite de celles 
, quelles par rapport au courant pendant quelle e«t en présence dé celui-ci. Ûn 
peut admettre dans là pratiqué qne l’angle du courant et delà palette, pour 
cette position moyenne, diffère très-peu de yo"; ainsi, on fera dans la formule * 
de l’article cité tm«=3 r. Elle donnera alors pour le travail transmis k la roue 




>,U •' ; - 

,-V» i. 


Cette expression devient un maximum pour v — 


~ ; sa voleur est alors P 
■ *g 


ou la moitié de la force vive que possède le courant en arrivant sur les palettes. 

Ou pçut remarquer que ce travail serait k même' que celui qu'on a trouvé 
pour le cas où les aubes sont enfermées dans un coursier , et où l’on peut les 
assimiler k des vases recevant toute la lame d’eau. Mais comme ici les palettes 
né sont pas rigoureusement d'équerre au courant pour une partie, du temps 

• pendant lequel celui-ci agit , que leur vitesse o’est- pas non plus exactement 

dans Je sens de celle de l'eau, que d'ailleurs, dans la pratique , il u^afrive pas • 
que lés dévialious des blets se fassent de manière qu'ils devienueul tous pa-, 
ralleles aux palettes, 1 expression précédente est trop forte. L'expérience né 
donne guère, en effet, au lieu de la moitié de la force vive, duc au courant 
pour le travail recueilli avec la vitesse |a plus favorable , qu'environ le tiers de 1 
cette force vive , ou un peu moins du tiers du travail dû à la ebute. Ainsi, quand 
on ne pourra pas. construire des aubes recourbées, soit horizontalement , soi? 
verticalement, et qu on n aura que des palettes plaints , il vaudra toujours mieux 
les emboîter de tous côtés, que de laisser Je, courant libre de se dégager après 
avoir rencontré cès palettes. .. • t ». . ‘ 

11 est bon de remarquer que taul que les. palettes ne sont pas eucore deve- 
’mies perpendiculaires au courant, leur épaisseur, qui ne peut être négligée 1 ' 
dans quelques cas, présentera ordinairement une face perpendiculaire k leur* 
plan, sur laquelle une petite partie du courant viendra se détourner sans pro- 

• «luire de travail , puisque ces petites faces n'ont qu’une Vitesse perpendiculaire * , 

•' 1 * « ? " ' 1 ' ; 3* 
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à la pression. On devra donc rendre ces épaisseurs ausèi petites que possible, 
et diminuer aussi le nombre des palettes pour diminuer le nombre de ces faces. 
Mais , .d’une autre part j il y a une limite è l'écartement à donner à celles-ci; 
rar il faut que l'eau comprise entre deux palettes ait le temps d’atteindre celle 
qui est devant au moment où celle-ci commencerait b abandonner une portion 
iln courant. Si l'on. désigne, commcè l’article i 1 1 , par l la portion de la cir- 
conférence extérieure de- la roue pour laquelle les palettes touchent sensible- 
ment le fond du coursier, et par e l'intervalle deees palettes, il faudra toujours 

- ' [,‘f^ ’ 1 * > * 

nu on ait approximativement e <• — r- — 

... - • v ' . -, 
i >4- Lorsque les palettes sont plongées dans un courant indéfini qui les 
dépasse, alors on n’a plus d’expression un peu exacte du travail transmis , parce 
qu’oh ne sait plus, ni à quelle portion du courant s’étendent les déviations, ni 
de’côinbien sont déviés les Ciels qui approchent des bonis de la palette. Ce- 
pendant, si I on admet qife les formes de cet -filets ne changent pas sensible- • 
meut avec les vitesses, l’expression du travail contiendra encore le facteur 
variable v(u— e), qui est commun K ce que transmet chaque filet fluide. Le 

maximum b recueillir de leur ensemble correspondrait doue toujours 

.Vu reste, ce n’est pas dans ce cas qu’il importe beaucoup de recueillir le.'plns 
possible du courant, puisque sa largeur dépassant colle des palettes, si l’on avait 
besoin lie [Jus de travail-, on pourrait toujours-les élargir. Quand le courant est "■ 
indéfini-, on a ainsi autant dé travail qu’on errveut, «d’on ne cherche plus 
«Otent, à l'économiser. ' • V ; , 

Cependant , dans le cas où l’on voudra savoir approximativement ce qu'on 
peut recueillir avec urlc roue dont les palëltes'plongcnt dans un courant qui les 
. ilcborde, on pourra le calculer comme pour le cas où elles sont plus larges que 
le courant , lorsque, celui-ci n'aurait qu'une surface moitié de celle dè chaque 
palette. En effet , les expériences sur là pression dans un fluide indéfini ne 
donnent que celle qui serait produite par ce courant fictif contre un plan pltis 
large. Ainsi; pour avoir approximativement ce travail en se donnant la surface 
A des palettes, on remplacera le poids P de l’eau reçue dans l’unité de temps 

( . , ; * i 

par kAm , au lieu de nA ri , et l'on aura pour le travail 
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Son maximum , qui a fieu pour e = j, deviendra 

' *A« u* ’ ' v 

V- ; r - • ' "r r ' 

- v* v • '** v • ..*/»- ^ •.«*-. . -, .. j 

c'est-à-dire le quart de la force vive de la portion du courant interceptée par 
l'aube. Ce résultat n’est pas rigoureux ,' puisque la pression sur chaque aube 
n’est pas exactement ce que nous venons de la supposer; elle devient d'autant 
phis supérieure à cette valeur, que les vitesses sont plus grandes; mais au 
moins aura-l-ou par là une approximation qu’il est lotfjours utile de conuaitre- 

1 15 . Dans tout ce que nous avons dit jusqu'à présent sur la valeur de la vi 
. tesse de la circonfertnce des roues à augets ou des roues à aubes qui correspond 
au maximum de travail , nous n'avons considéré qoe celui que reçoit la roue 
elle-même. Dans la pratique; le travail qu'on veut rendre un maximum n'est • 
pas-précisément celui que reçoit la roue, c’est celui que transmettent certains 
, Corps de la -machine agissant le plus immédiatement possible sur les points dont 
. le déplacement constitue l’effet utile : ce dernier travail est toujours inférieur, 
au premier de-toutes les pertes dues aux frottements ef quelquefois aux chocs 
qui ont lieu dans les systèmes 'de transmission: Tant que la machine se meut 
avec la même vitesse, ces pertes sont proportionnelles aiv nombre de*- tours de 
chaque roue , et en général au nombre de périodes *de mouvement que la ma- 
chine a effectuées. Comme l'expérience prouve que les frottements restent à 
peu près les mêmes pour des vitesses qui ne sont pas trop différentes, il s'ensuit 
que le travail qu'ils font perdre dans l’unité de temps, pour diilëréntes valeurs 
• de la vitesse r des aubes ou des augets. sera toujours à peu près proportionnel 
seulement au nombre- de périodes de mouvement delà machine, ou bien par 
conséquent à cette vitesse V. Si donc on suppose, comme cela arrive le plus 
souvent, qu’il n’y a pas d’autres pertes que celles qui sont dues à ces frottements, 
on peut représenter ce travail perdu par vf. Ici f seraitégal à une force fictive, 

- qui, appliquée à la roue motrice à la même distance- de Taxe que lès augéts , 

- produirait un travail égal à celui qui se perd eO frottement pur les renvois de 

mouvement depuis cette roue jusqu’aux points où l'on veut obtenir un maximum 
de travail. • . .; 

A la rigueur, les frottements ne dépendant pas seulement des poids des corps 
qui s’appuient les uns sur les autres, mais aussi des efforts dus à l'action du 
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moteur ^ et ces efforts variant avec la vitesse, les frottements varieraient ausst 
pour une même période de mouvement ; en sorte que dans l'expression vf,J 
ne serait pas tout à lait indépendant de v. Néanmoins il sera toujours utile de 
éoir l'influence qu’auraient sur la détermination de la valeur de v, pour le 
maximum de travail utile, les pertes par les frptteipents , dans les cas où l'ou 
pourra les supposer toujours les mêmes pour chaque période de mouvement 
de la machine. . • • • . ' 

Nous avons trouve que' le travail que reçoit immédiatement la roue dans 
l’unité de temps est, v ' ’ « ' ' * " '' . ' 

t" Pour le cas de» au£ets lorsque l'eau agit en partie par son poids , t 
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v (u COS * r» v ) 

, 

s r 


2 Pour le cas des aùbes emboîtées dans le coursier , ou des palettes sensible- 1 
ment d'équerre au courant , - • . • 

' ' •- c 

. 3* Dans le cas des aubes faisant fonction dè canaux et forçant le courant A se 
dévier d’un angle «, _ . ; , 

f .a».,. . -, ; 

e t . ,, - .. _ _ ■ . 

Le travail qu’on veut rendre un maximum s’obtiendra en retranchant de ces 
expressions le produit fv. En égalant A zéro les dérivées par rapport A v, on a 
des équations d’où l’on tire ’• * -, . », -, »■ . '• 


Pour le premier cas , 

' • v * • ‘ - * * * 0 

Pour le second, 

. Pour le troisième, 


e = 5 oos.^f ; ... 

~ 2 2P ’ v ' 

, y 

„=Ü Ù. . 

2 2P(t — COS a) ' 


On voit-donc que la titesse qui correspond au maximum d'eflet produit dans 

l’unité de temps doit toujours être au-dessous de **. Moins il y aura de pertes 

■ j . • " ' 
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par les renvois entre U roue motrice et les points où l’on veut que le travail soit 


u cos I 


Mais 


un maximum , moins aussi la vitesse r différera de - , ou de 

'Vf " « , ‘ * • K ■ * 

quelque simple que soit la machine , s'agirait-'il seulement d’élever des poids 
avec une corde qui s'enroule sur un cylindre, les pertes de travail dues- aux 
frottements des axes et au ploiement de la corde, feront toujours correspondre 
le maximum à une valeur de v sensiblement plus petite. Cette conséquence efct 
tout à fait d’accord avec ce qiie l’expérience a appris. 

Pour se faire une idée de la quantité qu’il faut retrancher de - pour ojite- 

nir la seconde de ces valeurs de la vitesse e , supposons qu'on sache par expé- 
rience que'pour une roue à aubes emboîtées, le frottement fait perdre dans • 
l’unité de temps là u iéme partie du travail total qu’elle reçoit quand elle marche 

U - ' . * . . V . s . 

avec la vitesse on aura pour cette valeur de i>, * .. .. 

2 ’ • r - . • i ■ . 


ou en substituant- pour v, 


>œ i P ül=û, 

J n ig 


A — l 

9P • An 

* *> • y 




Mais f restant sensiblement le même pour r= et pour des valeurs variables 
de V, on peut substituer cette fraction à celle qni entre dans la valeur de v, et 


l’on 


" = î!'-s|' : ' 


Ainsi, en admettant que. dans un moulin, par exemple, on sache par expé- 
rience que quand la rôtie motrice a une vitesse moitié de celle du courant , les 
frottements, depuis la mçule jusqu'à la roue motrice, font perdre le. quart du 
travail que reçoit cette roue; pour recueillir un maximum de travail sur la 
meule, on devra donner aux aubes ou aux palettes une vitesse qui, au lieu 

d’être la moitié de celle du courant, sera les de cette vitesse. Ces résultats 

• ! ® 

numériques supposent, comme nous l’avons dit, que les forces produites par 
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les frollemeuU ne varient pas sensiblement quand on change la vitesse- de 4a 
roue motrice, bien que cette hypothèse ne donne qu'une approximation , on 
n’en voit pas moins, par ce que nous venons de dire, comment les frottements 
et les autres pertes de travail , depuis la roue jusqu'au point où s’opère l'effet 
utile , tendent à diminuer la valeur de la vitesse qui correspond au maximum ■ 
du travail utile. ' * 

1 16. Dans l'établissement des machines destinées à recueillir le travail d’une 
chute d'eau, on doit distinguer deux cas :'ou le courant fouruit un travail beau- 
«oup supérieur à celui dont on a besoin, en sorte qu’on n’a pas de motifs de . . 
l'économiser; ou bien, ce travail n'èxcédant pas celui dont on a besoin, il faut , ^ 
tâcher de le recueillir en totalité. Dans le premier cas, ou ne se dirige que par 
îles considérations d’économie dans la construction de la machine; alors les roue» 
â aubes ou à paleUes s’emploient de préférence. Outre que par elles-mêmes elles 
coulent moins que les roues à augets, elles out aussi l'avantage, lorsqu’on a 
liesoin 'd’une assez grande vitesse, de dispenser des systèmes d’engrenages qu'il 
faudrait joindre à une roue à augets qui marche plus" lentement. Dans, le second 
cas, c’est-à-dire lorsqu’on veut obtenir le plus de travail possible de la chute 
'd’eau , ce sont les roues à augets qu'on emploie. L expérience' montre que lors- 
qu’on leur donne une faible vitesse, elles recueillent euvirôn sept dixièmes du 
travail dû à la chute, taudis que les roiies à aubes ot> à palettes, où l’On reçoit 
l'eau en dessous, ne recueillent, pour le système ordinaire des paleUes ou 
aubes planes, que trois dixièmes environ du travail total dé la chute , et pour les 
meilleurs systèmes qu ou ait encore employés que les cinq dixièmes de ce 
travail. * . ~ , • * 

i 17. Nous, ne nous occuperons point de quelques autres systèmes imaginés 
pour recueillir le travail des chutes d’eau ; cet examen sortirait du plan de cet 
ouvrage; nous uo*s sommes proposé seulement, de donner les moyensd obte- 
nir le plus de travail possible. L’étude que nous venons de faire dos conditions 
à remplir pour cela ne doit pas laisser douter que la roue à augets ne satisfasse 
aussi bien que possible à Ces conditions , et ne fournisse autant de travail que 
tpute autre combinaison qui pourrait coûter plus à établir. Les autres systèmes 
ne peuvent avoir pour but que de dispenser de quelques renvois de mouvement, 
pn donnant de suite, soit une vitesse de rotation plus grande , soit une position 
verticale à 1 axe de rotation. C’est seulement quand la source de travail est sura- 
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boudante que d'autres machines peuvent être lionnes pour économiser les frai* 
d'établissement de quelques renvois de mouvement. Au reste" s’il arrive qu’on 
ait à- apprécier, sous le rapport de l'économie du travail, quelqua-syslètac nou- 
veau , on comprend qu’il suffira d’examiner seulement si l’eau arrive sans vitesse 
sensible au plus bas de la chute dont on peut disposer , ce qui exige qu'elle ait 
pour' gela une large issue , et si la maebiue ne donne pas lieu à des changements 
de vitesse ou à des bouillonnements dans le fluide qui fassent perdre une partie 
du' travail ou ébranlements et eu frottements. 

il 8. Il ne suffit pas,. dans la pratique, de connaître la vitesse qu'il faut 
donner à une roue à augets ou à qubes pour qu’elle recueille le plus de travail 
possible dans un temps donné, il faut encore trouver le moyen de disposer les 
choses de manière que celle vitesse" soit produite, et qu’elle ne varie qu’entre 
des limites assez ' resserrée*. 

D’abord , pour empêcher qu'il n'y ait dès changements trop sensibles dans . 
la vitesse,' on conçoit, diaprés ce que nous avons dit article joa, que s’il y a, 
£ar la nature de 1'eflet à produire, trop d'inégalité dans les quantités de travail- 
résistant, il suffira 'd’ajdpler un volant, on enfin de donner, par Un moyén 
quelconque, assez de force vive & la machine pour que la vitesse de la rouè ( 
varie pou pàr ces inégalités. Une fois qu'on aura atteint ce but, il ne restera 
plus qu’à faire en sorte que la vitesse moyenne qui s'établira soit celle qui con- 
vient au maximum' d’effet. * -- • J' 

. • * *. • C«_ f*l i y.vfa •'♦Vf "il .•*' * r » 

„ Pour arriver- à la solution de cette question , il faut d'abord que l’on conçoive 
comment, lorsque la somme des forcesevives de la machine croit ou décroît 
avec la vitesse v des augets ou des aubes, ce qui a lieu en général , et ce qui 
peut toujours avoir lieu eu ajoutant un volant, cette vitesse doit toujours oscil- 
ler autour de celle qui est telle que le travail motcur’cst’égal au travail résistant 
dans une unité de temps assez grande pour comprendre un nombre un peu 
considérable de périodes de travail. On eutend icf par période de travail le 
temps nécessaire pour que la machine accomplisse un des effets qu'elle répète 
indéliniment, et pour lesquels toutes les quantités de travail moteur et résis- 
tant sc reproduisent les mêmes. Par exemple, s’il s’agit de mouvoir des mar- 
teaux ou des pistons, ce sera le temps qui sépare deux coups de marteaux ou 
deux élévations de pistons; ce sera un temps plus petit encore s’il s'agit d'un. 

travail résistant plus continu, comme dans une filature. Cette période, quelle 
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quelle soit , correspondra à un chemin déterminé des augets Ou des aubes de la 

roue. r ' •• ’ ' ' . • > 

Considérons le mouvement pendant une unité de temp assez grande pour 
qu’on puisse là regarder approximativement comme comprenant un nombre 
exact des périodes de travail dont nous venons de parler, et -pour qu’on puissé 
négliger ainsi le travail qui sç produit pour des fractions de période qui complé- 
teraient cette unité de temp. Si l’on suppose que la vitesse r vienne à changer, 

■ le nombre entier des périodes de travail achevées dans l’uni té de temps variera 
à peu prés proportionnellement à v, puisque chacune de ces périodes n’exige 
qu’un chemin déterminé des augets ou de la roue. Or, le travail résistant pro- 
duit dans une période, c'est-à-dire pour un chemin déterminé de la roge et pr 
suite des autres points de la machine, ne peut devenir plus petit quand la vi- 
tesse devient plus grande; il arrivera même an contraire, le plus ordinairement, 
qu’à cause des re'sistances diverses qui croissent avec la vitesse , il deviendra un 
peu plus grand ; en sorte que le travail résistant total qui est produit dans une 
upité de temps croîtra au moins en raison du nombre des périodes, et par cou- . 
séquent au moins aussi en raison de la vitesse v. Ce travail résistant n’aura point 
de maximum relativement à cette vitesse variable ; plus elle croîtra, plus il , 

sera grand. U n’en sera pas de môme du travail moteur produit pendant cette 
hiéroe unité ; nous ayons vu que pour les roues à augets et pour les roues à 
aubes.il a uuWrimttm pour une certaine valeur de eau delà de laquelle il • 

.» décroît. \ 1 ; ' 

Si l’pn représente les quantités de travail moteur et résistant produites dans 
- ('unité de temps, chacune par l’ordonnée "d’une courbe dont l’abscisse soit la 
vitesse »>, supposée sensiblement consente pendant cette unité, la éourbe du 
travail résistan t partira de l’origine et ira en s'élevant coftime une ligne droite , 
ou plus rapidement qu’une lignedroite en prenant une forme convexe versl axe; 
lacourbe du travail moteur partira aussi de l’origiire et revieudra sur elle-même 
"' comme une demi-ellipse. Ces deux courbes se couperont nécessairement, puis- 
que sans cela le travail résistant l’emportant toujours sur le travail moteur Ja 
force vive irait en diminuant sans cesse jusqu’à zéro , ét la machine s arrêterait. 

Maintenant on peut établir facilement que 1» vitesse doit osciller autour de 
celle qui correspond' au point d'intersection, de ces courbes, et qui par consé- 
quent sers telle , qu’il y ait égalité entre le travail moteur et le travail résistant/ 

• produits tous deux dans l’nnïté de temps : cette vitesse sera ce qu’on peut appeler 
la vitesse de stabilité. Remarquons en effet qu'auprèsJu point d’intersection 
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des deux courbes, celle du travail résistant s’inclinera plus que l'autre; donc, 
si l'on suppose que pendant une unité de temps, la vitessfe, c'est-à-dire l’abscisse 
de ces courbes, vient par une cause quelconque & rester plus grande que celle 
qui correspond à l’intersection, le travail résistant l’emporterait sur le travail 
moteur; conséquemment la force vive diminuerait. Comme nous avons admis 
que , soit pur l’addition d'un volant, soit par la seule disposition de la machine , 
la vitesse v de la roue croissait et décroissait avec la force vive totale de la ma- 
chine, selle vitesse devrait diminuer aussi ; doue elle ira en s'approchant de la 
vitesse de stabilité. D’une autre part, si l’on suppose que la vitesse reste plus 
petite que celle qui correspond au point d’intersection des courbes, on voit qu’a- 
vant ce point la courbe du travail moteur est au-dessus de l’autre. Ce travail 
moteur l’emportant donc sur le travail résistant, la force vive doit croître dans 
l’unité de temps, et il en sera de même de la vitesse de la roue. Ainsi , soit qu'on 
suppose cette vitesse pendant l’unité de temps, ou en dessus ou en dessous de 
la vitesse de stabilité, elle ira en s’en rapprochant. 'Si l’on se rappelle ce que nous 
avons dit sur les volants, on concevra facilement comment on pourra resserrer 
les écarts que pourrait prendre la vitesse de la roue par suite des inégalités dans 
le travail qu’exige l’effet auquel elle est destinée : on obtiendra donc une vitesse 
sensiblement constante. Pour quelle soit celle qui correspond au maximum de 
travail à recueillir sur la roue, il ne restera qu’à faire en sorte que l’intersection 
des courbes dont nous venons de parler se' trouve au point le plus élevé de celle 
qui se rapporte au travail moteur : nous allons entrer à ce sujet dans quelques 
développements. 

1 19. Quand la dépense d’eau est donnée, ce qui entraîne que la courbe du 
travail moteur ait une forme donnée, on parvient à faite correspondre la vitesse 
de stabilité au point maximum du travail moteur, en cherchant à incliner plus 
ou moins la courbe du travail résistant, c’est-à-dire en modifiant, quand cela 
est possible, le travail résistant produit dans l’unité de temps pour une vitçsse 
donnée; mais si , au contraire, le travail résistant est donné pour chaque vitesse , 
et que la courbe de celui-ci ne puisse changer, il ne reste d’autre moyen que de 
modifier celle du travail moteur, lorsque cela est possible. 

Occupons-nous d’abord de la première supposition où l’on se donne la chute 
d’eau , c’est-à-dire le travail moteur pour toutes les vitesses que peut prendre la 
roue, et où l’on peut seulement modifier le travail résistant produit avec une 
vitesse donnée. Il faut, par cette modification, amener la vitesse de stabilité à 

35 
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prendre la valeur qui correspond au maximum du travail moteur dans l'unité 

de temps. Voyons comment on y parviendra dans la pratique. 

11 y a deux cas à distinguer : ou bien la partie de la machine destinée à opérer 
l'clTel utile sera construite de telle sorte que , sans rien changer à sa construction, 
on pourra faire varier le travail résistant dû à cet effet dans l’unité de temps , 
avec une vitesse donnée, ou pour un tour de roue, ce qui revient au même; 
ou bien cela ne se pourra pas ainsi , et il foudra foire un changement dans les 
constructions premières pour modifier sensiblement le travail dû à l'effet utile 
par chaque tour de roue. _ . 

Dans le premier cas, on arrivera sans difficulté à donner à la vitesse de 
stabilité la valeur convenable. Pour cela, on augmentera peu à peu le travail 
résistant dû à l'effet utile, jusqu’à ce que la vitesse de stabiUlé soit celle qui 
répond au maximum. Par exemple, s'il s'agit d'une machine à aplatir des 
barres de fer entre des cylindres, on pourra augmenter la largeur ou le nombre 
des pièces de fer qu'on fera passer entre les cylindres, et le travail résistant 
augmentera à peu près proportionnellement à cette largeur ou à ce nombre. S’il 
s'agit d'écraser des matières sous une meule , on pourra , dans beaucoup de cas, 
fournir plus ou moins de matière dans un temps donné , et dès lors augmenter 
le travail résistant. Enfin , il y a encore des machines oû, par les dispositions 
préalables , on s’est réservé la faculté d'augmenter ou de diminuer le travail , 
comme dans les filatures oû, en engrenant ou déseugrenanl des métiers de 
broches, on ajoute ou l'on retranche autant de travail résistant qu’on le veut. 
Pour des dispositions de ce genre, on arrivera très- facilement à amener la vitesse 
de stabilité à la valeur quelle doit avoir. 

Dans le second cas, où l’on ne peut pas changer le travail dû à l’effet utile 
pour une vitesse donnée de la roue à aubes ou à augets, sans changer la con- 
struction première de la machine, nous allons montrer par un exemple comment 
on arrivera à établir cette construction première, de manière que la vitesse de 
stabilité corresponde au maximum de travail. 

Supposons, pour Gxer les idées, que la roue à aubes ou à augets soit destinée 
à foire mouvoir un marteau de forges qui soit levé par des cames. 11 sera focile 
d'étendre à tout autre cas ce que nous dirons pour cet exemple. Ici le travail 
résistant pour l'unité de temps correspondant à une vitesse donnée , dépend du 
nombre de cames adaptées autour de l'urbre qui les supporte ; il ne peut changer 
qu’en mettant plus ou moins de ces cames, et qu’en modifiant ainsi la con- 
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struction première de la machine. Voici comment on s’y prendra pour combiner 
cette disposition première. On saura par expérience de combien il faut élever le 
marteau pour obtenir un battage convenable du fer; ou aura ainsi le travail 
consommé pour élever le marteau b chaque coup. S'il y a des frottements des 
cames contre les meutonnets du marteau , ou même des chocs , on s’aidera des 
résultats de l’expérience, ou de ceux des théories que nous avons donnés (pre- 
mière partie, n M 5a et 68), pour estimer approximativement le travail que ces 
frottements et ces chocs feront perdre; on aura donc le travail résistant 
qu’exige chaque coup de marteau. D'une autre part, en jaugeant le cours d'eau 
moteur, on saura combien la roue reçoit d'eau par unité de temps, par exemple, 
par minute : le poids de cette eau , multiplié par la hauteur de la chute, donnera 
un certain travail. En consultant les expériences faites sur le genre de roue 
qu'on emploiera , on saura quelle porliou de ce travail elle peut recueillir quand 
elle a pris la vitesse qui correspond au maximum d'etlèl ou de travail utile : 
ce sera, par exemple , pour une roue b augets, environ 0,70 de ce travail; pour 
les roues b aubes courbes , environ o,5o, et pour les roues b aubes planes ordi- 
naires , environ o,3o. En divisant ce travail par celui que demande chaque coup 
de marteau, on aura le nombre de coups qu'on peut frapper par minute. Mais 
connaissant la vitesse de la circonférence de la roue hydraulique , par la condi- 
tion de recueillir le plus de travail possible, on en conclura celle de l'arbre qui 
porte les cames; on saura donc le nombre de tours que cet arbre doit faire par 
minute, et dès lors aussi le nombre de coups de marteau qu'il peut frapper 
pour chacun de ses tours. Comme on ne pourra prendre qu'un entier pour le 
nombre des cames , on choisira celui qui approche le plus du quotient exact 
qu'on aura trouvé. Ces cames étant ainsi distribuées autour de l’arbre qui les 
porte, il faudra de toute nécessité que la machine prenne d’elle-méme la vitesse 
qui convient au maximum de travail b recueillir , puisque c’est avec cette vitesse 
seule que le travail moteur et le travail résistant serout égaux et qu'il pourra y 
avoir stabilité. 

1 ao. Revenons enfin è la seconde supposition que nous avons distinguée plus 
haut , c’est-b-dire b celle où la nature de l'effet à produire ne permet pas de faire 
varier, même dans la construction première, le travail résistant qu’il doit 
exiger. C’est ce qui arriverait dans l’exemple dont nous venons de nous oc- 
cuper, si les coups de marteau devaient se succéder b un intervalle de temps 
déterminé, et devaient ainsi produire dans l'unité de temps un travail résistant 
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aussi déterminé. Alors on ne peut arriver à économiser le travail moteur qu’en 
construisant les engrenages dans la machine de manière que l'arbre qui porte 
les cames ayant la vitesse nécessaire au nombre de coups de marteau qu’on veut 
frapper par minute, celle de la roue hydraulique corresponde toujours au 
maximum de travail à recueillir de la chute d’eau. Mais pour que cette dernière 
vitesse se produise, il faut que cette chute d'eau fournisse une quantité de tra- 
vail convenable dans chaque unité de temps: ce sera, pour les roues à aubes 
planes, environ trois fois celui qu’exige le jeu des marteaux et les frottements 
et autres pertes depuis l'arbre de la roue à aubes; pour les roues à augets, environ 
une fois et demie le même travail ; et pour les roues à aubes courbes, environ 
deux fois. Si donc le courant ne fournit pas assez d'eau daus l'unité de temps , 
il ne restera d’autre moyen, pour en tirer toujours le plus de parti possible , que 
de retenir l’eau en réserve dans un bief ou dans un étang, atin que quand on la 
fait arriver sur la roue , on soit maître d’augmenter ce débouché et de faire 
couler dans l’unité de temps la quantité d’eau sulllsante. Alors la courbe du 
travail moteur prendra une amplitude telle, que son point maximum viendra 
se mettre sur la courbe du travail résistant, au point qui est donné par la quan- 
tité de ce travail qu'on veut nécessairement obtenir. Pour varier ainsi la quantité 
d’eau qui arrive sur la roue, et par suite lé travail qui lui est transmis avec 
une vitesse donnée, il vaudra mieux élargir le débouché de la lame d’eau que 
de l’approfondir ; sa hauteur doit être combinée avec la construction de la roue , 
et il y aurait des pertes de travail b la changer. En donnant préalablement un 
surplus de largeur aux aubes ou aux augets, on peut augmenter celle de la 
lame d’eau sans qu'il en résulte des pertes en plus grande proportion que la dé- 
pense de travail. 

Il y a des effets qui exigent des consommations variables de travail : pour le 
battage du fer , par exemple , tantôt il faut presser les coups de marteau , 
tantôt il faut les ralentir. Pour une parfaite économie de travail dans ce cas, il 
faudrait des systèmes de cames de rechange qui permissent de multiplier le; 
coups de marteau sans changer ta vitesse de la roue è aubes ou à augets. Alors, 
en même temps qu'on multiplierait le nombre des coups de marteau , on élar- 
girait dans la même proportion la lame d’eau reçue par la roue en levant des 
venteles adjacentes. Mais une pareille perfection pourrait bien devenir trop 
génaute, et l’économie de travail qu'on y trouverait ne vaudrait probablement 
pas la dépense qu’occasionneraient ces dispositions. C’est au reste sur quoi on ne 
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peut guère se prononcer d’une manière générale ; tout dépend des valeurs que 
les circonstances peuvent donner au travail à économiser. 

i a i . Nous allons maintenant donner quelques considérations sur les moyens 
de recueillir le travail des hommes et des animaux. 

Lorsqu’on emploie les hommes comme moteur, on remarque que, suivant 
qu'ils agissent à l'aide de tels ou tels muscles, ils produisent plus ou moins de 
travail en se fatiguant également, et qu'en agissant avec les mêmes membres , 
le travail produit pour une même fatigue varie avec la rapidité du mouvement 
de ces membres et avecl’effort qu’ils ont à développer. Ainsi , à fatigue égale au 
loutde la journée, l’homme, avec les muscles des jambes , produit plus de 
travail qu’avec ceux des bras, et , en agissant avec ses jambes, il produit le plus 
de travail possible , lorsque les mouvements n'ont pas plus de rapidité que dans 
la marche ordinaire et que l’effort à exercer approche le pins possible de celui 
que ses muscles exercent habituellement dans la marche, c’est à-dire du poids 
de la partie supérieure du corps. Si l’homme agissait avec trop de rapidité, bien 
que d’une part les chemins décrits par les points qu’il pousse soient plus consi- 
dérables, la force le serait beau coup moins : l’expérience prouve qu’il n’y a pas 
compensation et que le travail diminuerait. S’il agissait au côntraire avec 
trop de lenteur , H pourrait exercer un plus grand effort ; mais les chemins 
décrits diminueraient : l’expérience prouve qu’il n'y a pas non plus compen- 
sation , en sorte que le travail diminue encore. Le maximum correspond au 
travail qu’d produit pour élever son corps en marchant sur une pente douce. 
Ce travail a pour mesure le produit de son poids par la hauteur dont il a été 
élevé. Tout appareil destiné à recueillir le plus de travail possible de l’homme, 
et à le transmettre à upe machine , doit donc être disposé de manière qu'il agisse 
par les muscles de ses jambes avec une vûtesse semblable à celle de la marche, 
et en exerçant l'effort qu'il produit habituellement pour élever son corps en 
marchant. Ce but eit atteint à peu près en faisant agir les jambes sur une roue 
qui cède et tourne, pendant que la partie supérieure du corps reste immobile. 
On pourrait encore placer chaque pied sur un appui mobile qui pût s'abaisser 
d’une petite hauteur sous la pression du pied , et qui se relevât à l’aide d'un 
volant (*) 

J 

l ' \ ' *»' f ' '■«']* *T. ‘ ■* > . |; ii A, ;*aiir 

O Ce moyen a. etc proposé p«r M. Frimot, pour faire mouvoir He» pompe». 
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On tirerait encore plus de travail de l’homme en disposant une rampe ou un 
escalier où il pût s’élever pour se laisser redescendre sur un plateau mobile, où 
le poids de son corps seul agirait pendant qu’il se reposerait; mais la difficulté 
de mettre ce mode à exécution doit faire renoncer à s’en servir , vu surtout qu'il 
ne produirait pas beaucoup plus que ce que Ton recueille de l'homme, en se 
servant de la roue de carrière ou du tambour. 

La diminution de travail commence à devenir très-sensible quand, au lieu 
de se servir d’un tambour, où même de toutes les machines ordinaires pour ap- 
pliquer le travail de l'homme à l'élévation des fardeaux , on les lui fait porter 
sur ses épaules , tandis qu'il monte sur un escalier ou sur une échelle. Cest ce 
que l'expérience prouve très-évidemment , et ce que du reste on peut pressentir, 
en remarquant que l’homme produisant, par l’élévation du poids de son propre 
corps, le plus de travail possible, il ne doit plus déjà en produire autant si ce 
poids se trouve surchargé d'un fardeau. Si donc on ne compte pour le travail 
recueilli que celui de l'élévation du fardeau , et qu’on perde tout celui qui a été 
produit pour élever le poids du corps, & plus forte raison n’en recueillera- t-on 
qu'une bien plus petite quantité. 

taa. On pourrait lier les résultats fournis par l'expérience sur le travail de 
l'homme au moyen d’une théorie empirique que je suis loin de présenter ici 
comme une explication de ces résultats , mais seulement comme un moyen de 
les faire retenir. On pourra se représenter l'homme comme produisant son effort 
à l’aide du mouvement d'un fluide matériel qui circule dans ses membres et qui 
agit sur les points qu'il pousse , à peu près comme un courant d'eau contre les 
aubes d’une roue. On supposera que la fatigue est d’autant plus grande au bout 
d’un temps donné, que ce courant a plus de vitesse, en sorte que pour soutenir 
son travail d’upe manière continue avec un certain repos et une certaine nour- 
riture, l’homme ne pourra donner à ce courant qu’une vitesse déterminée. Il 
résulte de cette conception, i* qu'à fatigue égale, au bout de la journée, l’effort 
que l’homme doit exercer pour produire le plus de travail possible sur des 

points mobiles , doit être les ^ de celui qu'il pourrait continuer pendant le 
même temps sans remuer son corps; de même que , dans ce cas, l'effort d’un 
courant d'eau contre un plan mobile doit être les de ce qu’il serait contre 

le même plan quand il est fixe; a" que le poids que l’homme peut porter pour 
produire le plus de travail , non compris l’élévation du poids de son corps, est 
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égal à ce poids multiplié par 0,597, œ «t assez bien confirmé par les ex- 
périences de Coulomb; 3 * enfin, que la vitesse verticale qu’il doit prendre 
dans ce cas doit être celle qu’il donnerait à son corps s’il l’élevait seul , mul- 
tipliée par 0,47 , ce qui est encore confirmé , à peu de chose près , par ces mêmes 
expériences. Pour arriver à ces conséquences de la théorie empirique d’où nous 
sommes partis , il faut admettre d'abord que le poids du corps est l'effort que 
l'homme doit faire pour produire le plus de travail , et ensuite que les efforts 
produits par un courant de vitesse déterminée contre un corps fixe ou mobile 
août proportionnels au carré de la vitesse relative. En comparant l’ellort contre 
le corps et la vitesse de ce dernier pour le maximum de travail , avec l'effort et 
la vitesse qui seraient nécessaires pour que le maximum ait lieu seulement pour 
le travail dû à l'excès d’un effort plus grand sur le premier, on trouve facilement 
les résultats qu’on vient de citer (’). 


O Voici le* calcul» auxquels on est conduit en assimilant ainsi le travail de l'homme qui 
élève une charge à celui d’un courant fluide qui a une vitesse déterminée. Si l’on désigne , 
par P l'effort exercé par le courant quand il produit le maximum de travail coulre un mo- 
bile dont la vitesse est V, cet effort P correspondant au poids du corps de l'homme; par P' 
le surplus d’effort quand la vitesse v du mobile est moindre que V qui convient au maximum , 
cet effort P / représentant la charge que l'homme élève en sus du poids de son corps ; si u est 
la vitesse du courant du fluide; on aura pour l’effort total, P-J-P'=C (u — vj' ; C représente 
ici un coefficient que l’on regarde comme constant. Comme on a P = C(u — v)’ — P, le tra- 
vail dû à l’élévation de ce poids P' avec la vitesse vsera, dans l’unité de temps, C(u — s»)**» P,.. 


Pour qu’il devienne un maximum , on doit avoir v= î-VŒ+4) : il ne faut 

prendre que le signe moins , parce que v ne peut être plus grand que u. P n’étant autre 
chose que la valeur de C(u — «')’• quand le travail C [u—v)’v est un maximum , c’est-à-dire 

quand v= V= - ; on a P= — Cu\ Mettant cette valeur dans v, on trouve v=u — 

3» |3 

( a — P'tJV = 0,474V. Ainsi la vitesse v de 1a charge pour le maximum de travail , en ne 

considérant que l’élévation de cette seule charge , serait les 0,47 de celle que prend le corps 

de l’homme quand il n’a rien à élever. Pour avoir la valeur de cette charge, 011 substituera 

la valeur s>=— (2— 1/$) dans P'=C {u — •')’ — P, ce qui donnera P=Cu’^l — ) — P 

O 11 tirera Cu' de I équation P = -ÿCu’, et il viendra, en substituant, F= J-P(l-)-y'f)’- -P, 
ou, en réduisaut, P = 0,397 P ; ainsi la charge P serait les 0,597 du poids P du corps. 
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i a3. Lorsqu'on n'a pas pour principal but d'économiser le travail de l'homme, 
mais qu’on veut plutôt éviter les dépenses de construction des machines qui 
servent S transmettre ce travail pour opérer certains effets ; alors , au lieu de la 
force des jambes , on emploie celle des bras : l’adresse de ces membres dispense 
des renvois de mouvemeut. Mais ce serait une erreur que de croire que, pour 
éviter les pertes qu’occasionne toujours la transmission nécessaire pour obtenir 
et le chemin et la force qu’exige l’eflét qu’on veut produire, il vaudrait mieux 
se dispenser de ces renvois de mouvement et faire agir l'homme immédiate- 
ment. On perd presque toujours moins à transmettre le travail qu’on ne per- 
drait à faire agir l'homme d’une manière qui ne correspondit point au maxi- 
mum de travail . c’est pour cela que dans les fabrications qui se continuent 
indéfiniment, et où la dépense des muchines est peu de chose en comparaison 
du produit de la fabrication , si l'on ne peut employer que des hommes pour 
moteur, il faut d'abord établir une première partie de la machine destinée h 
recueillir le maximum de travail ; ensuite , & l’aide d'une seconde partie , on 
se procurera les mouvements nécessaires à l'opération qu’on veut exécuter. Si 
un homme ne produit pas assez de travail dans un temps donné, on en mettra 
plusieurs, et, sans changer le mode d'agir de chacun d’eux , on parviendra it se 
procurer sur les outils la force et la vitesse dont on a besoin. Si l'effet à produire 
donne lieu b un travail résistant qui ne soit pas fourni uniformément, alors on 
ajoutera un volant h la machine, pour éviter que les hommes n'agissent avec 
des forces et des vitesses trop sensiblement variables, et ne donnent pas ainsi 
le maximum de travail. 

t a4- Les chevaux n'agissent dans les machines qu'en tirant horizontalement; 
il ne paraît pas qu'on puisse les employer d’une autre manière. Cependant il est 
assez probable qu'en élevant le poids de leur corps sur une pente douce, ils 
produiraient plus de travail qu’en tirant; mais la difficulté de faire agir leurs 
pieds sur un plan mobile , comme on le fait pour les hommes, empêche qu’on 
ne se serve de ce mode de produire du travail. C’est en les attelant à un manège 
qu’on en retire un maximum de travail. Ce maximum exige que leur vitesse 
soit à peu près celle de la marche au pas, et que la force du tirage ait une cer- 
taine valeur qui varie suivant l’individu. On doit donc disposer le manège de 
manière que le cheval exerce un tirage déterminé , et marche avec une vitesse 
déterminée. C’est l'expérience seule qui fait connaître ces éléments pour chaque 
espèce de chevaux. Pour se procurer la force et la vitesse nécessaires à l’effet 
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sition du fabricant .un travail par secoade de ^5 kilogrammes clevès à un ■ 

v mètre (*). . J? r 

« ta6. Nous allons donner niuiulenaul, pour' l'emploi de la vapeur comme 
moteur, quelques, considérations qui ressortent de la .théorie. Si elles né ' 

* donnent pas des résultats positifs, elles auront toujours l'avantage de montrer 
de combien d’éléments divers dépend le travail qu’on en recueille, et d’ap- \ 

„ pi-Hudre à mettre beaucoup de réserve avanl.de prononcer auquel de ces élé~ 

' niculs ou doit un accroissement dans les ell'ets produits par uue machine à 
'vapeur.- *•. . 

** Les machines destinées à recueillir le travail de la vapeur sont composées 
ordinairement , comme ou sait , de la chaudière , du cylindre et de son piston , 
dtr-halancier , et du volant destiné à régulariser le mouvement. Ccst de l'arbre 
de ce volant qu'on transmet ce travail k la machine destinée k la fabrication 
• -qu'au a en Vue, comme on le fart de l'arbre xl’une roue hydraulique. En suivant \ - 

l’analogie entre ces machines destinées l’una-et l'autre kTecueillir le travail, .* 

* ' .v^nous assimilerons la dépense de charbon dans le foyer, k la dépense d’eau, 'et le ? /.» ^ • 

* 5 ^ travail que pourrait produire toute la chaleur dégagée , au travail de la chute j 

t ■» -, , «’est-k-dite-ou produit de la quantité d'eau par la hauteur totale dont elle " ■ i- 1 ^ 

• d^ceod. De môme qu’on appréciela roue hydraulique , en comparant le travail ' V. .J 

7 A nu’èllé neuf transmettre, au travail total delà chute d’eau. On devrait apprécier . ' * 1 ' < 
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du charbon étant très-variable, puisqu'il yen a qui fournit presqu'un tiers de 

chaleur de plu» qu'un autre, il serait plus exact de tout rapporter à une quan- 
tité de chaleur déterminée; -mais on n’en est pas encore venu lé, soit que, 
d'une part, cét élément manque d'une unité facile à énoncer, soit que même 
on ne sache pas encore assez bien quelle quantité de chaleur on produit avec 
./* les divers charbons qu’on emploie. En attendant que de nouvelles recherche» ^ 

«■ expérimentales permettent de mettre plus de précision dans les énoncés, on sc 
• *' contente donc de comparer le travail recueilli au poids du charbon brûlé, eÿ 

distinguant assez vaguement les diverses qualités de ce charbon. , * 

i 37 ..De même qu’il y a toujours dans la réalité, pour les chutes d’eau , une 
» ' . portion du liquide qui ne vient pas passer par les augets ou contre les aubes ou 
v, palettes , il peut y avoir aussi , pour les foyers des machines h vapeur , lorsqu'ils 


sont ma! construits, une portion sensible du courant de chaleur qui ne passe pas 

is de la chaudière. Il faut chercher d'abord à diminuer cette ^ 
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quantité autant que possible, par la construction du foyer, ce qui est toujours, 
assez Facile, en plaçant celui-ci presque dan» la chaudière , et en forçant ainsi le 
courant de chaleur à la traverser , comme on force le courant d’eau à passer par • -sc- 
ies augets ou les aubes d'une roue. Mais de même que l’eau , après avoir passé par J * 
les aubes, peut n’avoir transmis que très-peu de travail , le courant de chaleur _ * . 

qui est emmené par le courant d’air qui entretient le 1 foyer peut communiquer? ’ 
trpp peu de calorique à- la chaudière, et en conserver une. grande partie en la f t 
quittant. On a bien la ressource d'allonger le circuit du courant de chaleur eu . . 
contact avec la chaudière, par une construction convenable; mais la machine „* 
une fois établie , la perte , à la sortie de ce circuit , peut encore devenir plus ou, m ( 

. moins grande, suivant la température que la vitesse du piston entretient dans . • , 
J > Teau de la chaudière. C’est ainsi que, pour une roue à palettes ou à aubes, après * 
lavoir construite de la manière la plu» convenable, il faut encore lui donner 1 - 
une vitesse telle, que le travail transmis dans l'intérieur de la machine, déduc- V 
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lion faite des pertes par les frottements, soit le plus grand possible. Ou aperçoit ^ * 
donc ici , pour les machines à vapeur, une question analogue à celle dont nous ^ 
nous sommes occupés pour les roues hydrauliques < quelle vitesse faut-il donner 
au piston ou au volant , c’est-à-dire avec quelle rapidité faut-il laisser se dégàgei *"• 
la vapeur , pour que, dans un temps donné, on retire d'un, foyer déterminé le 
plus de travail possible de l’arbre du volant ? Quoiqu'on ne puisse pas oblenif -• , 
par la théorie la solution de cétte question, il sera toujours bon défaire sentir . 
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que \z maximum eiwte, ot de montreé les éléments qui font croître «décroître 
le -travail quon recueille par kilogramme de charbon brûlé, 

• % t ' 4 k \ • T J® ' . • . • 

' . f Remarquons daboniqucln température delà vapeur pour nne mêmemachiné,. 

«'pour iin foyer d’une même intensité de 'chaleur,, dépend, de, la vitesse du \ > 

- .-'‘piston-. Car, si l’on pouvaitstippow qne cette température de La vajîeur qui se 
» ferme ne chougeft't pas quand la vitesse du piston augmente, le poids de vapeur 
ç T dépensé dans Vunité de temps étarti plus grand quand les coups de pistou sont 
• ijlus précipités, la ahaldur sortie de la chaudière, qui est proportionnelle k .ce • 

, «■ - ^ ; * «poids deVapeur, deviendrait aussi pluS grande ; dès lors , com me nous supposons 

-/ .; ■'+ • r '4fte U combustion reste dans le même état, l’eau de la chaudière ne pour™ il’ ’ ** 
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' % » -* • pas se-consetser’. à la mértie température connue on le suppose, puisqu'elle dé- » " . , i 

, \ ' • penserait plus de chaleur dans le même temps et qu elle n en recevrait pas (la- v . *. ^ , • 1 

* . r* * ' *'|* ' d faut donc que cette température s'abaisse quand le pistou marche » 


* •’V ."ta «celle de la ïempératurc qu'il eonvieul de laisser prendrai la vapeur pour Un. • v '-. ^ v 

, s 1 ' certain degré d'activité de la combustion. * ^ J 

?.- ■* ‘‘Xv • Le trava\| qu’on recueille pojil- chaque kilogramme d’eau vaporisée peut se * v , v V,' 


^plus rapidement.. Ainsi, la question de la vitesse à donner au piston revient à 





, .'.Si nous désignons pur N le notnbre de kilogrammes d'eau vaporisée par un 

^ -s foyer d’*!* 1 * intensité de chaleur déterminée , pendant qu'on dépense un kilo- f 
, 1 » • S gramme de charbon , Ce qui répond à un temps donné , le travail.total recueilli 
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de l'nrbre-du volant (le la machine, pendant ce temps, sera représenté par 

* * — v (r >- — •- ( )! • 

_* ** ta quantité N dê kilogrammes d’eau vaporisée dans uu teinps donné étant 
. * proportionnelle il la quantité df chaleur qui passe du foyer dans la chaudière , 

eau dans 
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' • 'ce Écieur^i , pout un même foyer, variera avec lu temperature 9. de l’i 
l.i . haudiére. Ou sait; n«wr, que plus est élevée la températuie d’ 
j-» * . * -mit çn présence , d'un loyer, moins il prend de chalétir dans un lemp 
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le cas ou la chaudière serait fermée , la température atieiudrait un maximum , r 
et que l’eau ne prendrait plu» de chaleur du tout; il faut doue que la tempéra- 
ture soit inférieure à ce maximum , pour qu’il y ait de ja chaleur employée à 
foi-mer de la vapeur.; le facteur N serait nul pour une certaine valeur de-9, qu'on 'I 
n’obtiendrait qu’en fermant tout b fait la chaudière, et il sera d'autant plus petit.’ 

• ’• < que 8. sera moins en dessous de cette limite. ’ 

-* Examinons maintenant comment varie aussi avê« la température 9„ le second 
facteur F (9.) — — 9(9.,), qui, dans l’expression du travail total, repi ésente 

oelui qu’on recueille pour chaque kilogramme de va peur- formée. Supposons * ' ’ 

■ d'«bord qû'on ne se serve pas de l’expansion. Nous avons donné à l’article 8o la. 

quantité de travail que produiraient dans ce cas i J Ulogt-ammçs de vape&Ts’it * . * 

, ,fj avait point de pertes dé chaleur. Suivant quon admettra la 4oi dé Southern ». . 
ou celle de la dilatation des gai, le premier terme F(9„), qui représente lé 1 ~ 
travail théorique pour un kilogramme seulement, sera donné par lune otu V . 

• l’autre de ces équations, V. ' / , 
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F (Ci.) = 17 . 5 t (i Trr) <>u F = l'J .76 . I + 0 . 00375 » ) ( | _ 1 I » ’• 
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. . £<* deux expressions décroissent évidemment avec et conséquemment avec8„; 

* elles deviendraient nulles pour h„=h,. • : .V . 

' Si l’ou suppose maintenant qu’ou'se serve de l'expansion jusqu'à un volumê 
i . déterminé e 1 , ainsi que cela arrive dons les machines b cause de la hauteur li- 
mitée de la conrsedu piston , on aura , d’après la formule que noos nvonsdonnée * 
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» hiet^que l'on suppose avec Southern que la force élastique soit en raison inverse 
"du volume, ou quon admette la loi de dilatation des gaz, on a pour la première ’ , ^ 

•" . hypothésê, A =■ *£, et pour la seconde, car la température allant * ^ : 

* 

\ en diminuant pendant l’expansion , le produit tu- ne peut être que plus petit* •’ V* “ • 

<jueA.e., qui correspond k la formation de U .vapeur. On aura Jonc 
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L'expansion ne se poussant que jusqu’à un volume e* qui est dans un rapport 
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donné >i avec le volume de formation v„ , on aura — = n, et cette formule 

.-devient., . ' .*•. ' ^ . . * ’ 

** • j 




F (9 = ou <A.e, jlogfn) + 1 - n- j . . 
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Le prdduit kj>, ne pouvant point croître quand h. diminuera, le second *' * *» t 
■j membre de cette inégalité devient nul quand on a » ^ ‘ ~ * I 



• •*.. *. * * il est clair qu’il deviendra nul pour une valeur encore moindre de fa. En effet, ■ ■ " . * 

♦ • • , • - les pertes ç(fl 4 ) dues auz frottements augmenteront nécessairement quand éV,^ 

I 'ï .« ■ diminuera ; car le même poids de vapeur fournissant plus de coup de piston _ v- % 4 -* v • 

*. -i - v „ quand la vapeur se forme & une température plus basse, et le frottement étant •_ t 

. ’ ‘ ’ à très-peu près le môme pour chaque coup de piston, le travail résistant produit % > 

‘ < • . pendant que ce même poids de vapeur se dépense ira en augmentant. Quanlau ( v 1 


terme | (fl J , qui représente la diminution qui est due aux pertes de chaleur, de ; . ^ 
quelque manière qu’il varie , quand même il serait moindre à des températures.»-.*^ . . * 


•. a V > * . plus basses , il ne peut que faire décroître le travail , qoi n’en deviendra nul que Ç 

j V •• _V plus tôt encore que si ces perle6 n’existaient pas. On no peut donc se, refuserai « . - 

* i ^ reconnaître que le travail recueilli par kilogrammede vapeur finira par décroître ^ . %* 

.*x L ‘ • ' ■ 1 ■ i . ■ i . s. j - r — . * tü . 1 *« 


» V 


assez rapidement avec la température de formation. _ - ^ J 

Ainsi le travail total qui est recueilli dans un temps donné deviendra très- ^ _ . 

’• .v/V v A . * * petit pour dèux valeurs extrêmes de la température fa, d’abord à cause du peu 

; “ • " de vapeur produite quand celte température est trop élevée , et ensuite à cause-* ^ * . . • 

du peu de travail recueilli avec une quantité donnée de vapeur , quand ce^ 
même température devient trop basse. Ou conçoit donc comment il doit y avott; '* **- 
• un maximum pour une certaine température intermédiaire. 
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du travail , mais en formant de la vapeur k une température et une pression 

donnée, alora il est clair que c'est la température delà combustion qu’il faudra . .... 

porter aswabaut pour obtenir le maximum de travail par kilogramme do cbar- **<;• ’. * * 
bon brûlé. 
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ia8. Si l’on prend pour abscisse d'une courbe la vitesse moyenne du piston ou 
celle du volant d’une machine k vapeur, et pour ordonnée le travail motcus • 
que peut produire cette machine dans limité de temps sur l'arbre du volant, 
cette courbe, partant de l’origine des abscisses, s’élèvera, puis s’abaissera pout -T.* 
revenir recouper l’axe k une certaine distance. Cette forme de courbe étantsem 
blable k celle qne nous avons considérée pour le travail recueilli dans l'unité de * • 

temps par les roues hydrauliques , on prouverait , comme nous l’avons but pour * 
ces roues , que I? vitesse du volant oscille autour de celle qui jest telle que le ttS- f *• * 


qui donne cette égalité , croit moins rapidement avccla vitesse que le travail ré- : •» . 

sistant. Eu se reportant h ce que nous avons dit pour les roues hydrauliques, on * *■ *"* ’ r ' À 

verra comment, connaissant uue fois par expérience le maximum de travail*^ J • ' • 

qu’on peut recueillir d’uu certain foyer , ou pourra s’y prendre dans le» diffcpnt* 
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■“^tepou r que le piston prenne la vitesse qui convient k ce maximum ; il suffira de- ' 

... raisonner sur la vitesse du volant absolument comme nous l’avonsfait sur, cdle de *■> . « 


la roue. 
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l Taut que les expériences manqueront pour évaluer à priori le travail moteur . : 

• ^ „ m&ximum que peut transmettre l’arbre du volant d’une machine à vapeur , on * ’ ’ '** 


, | q uaD d on ne dispose pas , 

‘ p re nne la vitesse convenable, ou de manière que la vi 

« elle qui convient a b vitesse qu’on veut donner à la roue. 
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vitesse du courant soit 
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• *, .beaucoup de difficultés ; il en faudrait faire, noo-seulement pour diveraes tem- 

"v - ^tffà^ures , mais aussi pour chaque espèce de machine employée pour recueillir . * i.» ' T ' - 
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Quelques auteurs po.teul la quantité de élu» 

- *• ^ les p' Us favorable» ii o.lio Je la chaleur loule, 

»* ’ •. à lies dressions oui uè dépassent uuère trois ou 


à des pressions qui uè dépassent guère trois ou quatre atoiospLères. Le facteur 
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produit sur h* pi toi on tiendra compte dit licitement et des nuire» perles, 

‘ q ne r on porte assez généralement nu tie rs de cette dernière quantité, et ce qui 
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faudrait, quand la vapeur esL formée à une atmosphère, que le travail résistant 

sur l'arbre du volaut fût pour le même temps de 65 dynamodes si I on ne se 
sert pas de l'expansiou de la vapeur, et de 170 de ces unités si l'on se sert de 
1 expansion. 

Si l'on admet qu’à 8 atmosphères ou utilise de même les six dixièmes de la 
chaleur totale, et que les frottements n'absorbent toujours que le tiers du tra- 
vail produit sur le pistou, en partant du résultat de l'article 80 qui porterait à 
308 dynamodes le travail dû à toute la chaleur sans profiler de l'expansion de 
la vapeur, et à 8 j 5 dvnamodes quand on emploie l'expansion , on trouverait 
qu’on peut recueillir de l'arbre du volant, dans le premier cas, 83 dvnamodes par 
kilogramme de charlion brûlé, et dans le second cas, 33 o. Ce dernier résultat 
excède encore beaucoup ce qu'on produit généralement aujourd'hui dans les 
machines à haute pression , où l'on profite de l'expansion de la vapeur. 

i 3 o. D'après ce qui est cité dans un Mémoire publié par M. Combes, ingé- 
nieur, dans les Annales des Mines , année 1824, voici ce que donnent pour 
l’effet utile , déduction faite de toutes pertes, les machines établies en France : 
celles des mines d’Anzin, près de Valenciennes, construites dans le système de 
Woolf, à 3 ou 4 atmosphères, produisent par kilogramme de charbon, et sui- 
vant la qualité de ce combustible , de 23 à 3 a dvnamodes; les meilleures ma- 
chines à haute pressiou et à expansion produisent environ 1 i 5 de ces unités pour 
le même poids de charbon. 

M. Tredgold admettant dansl'évalualion du produit desmines de Cornouailles 
qu’en calculant l’eau élevée par les courses des pistons, on n’a guère plus que 
le travail tyii serait transmis par le balancier, porte ce produit de >37 à 170 
dynamodes par kilogramme de charbon. Ces résultats paraîtront bien forts pour 
des machines où la vapeur ne s’emploie pas à une très-haute pression. Néan- 
moins , nous remarquerons qu’en supposant qu'il fût possible d’employer toute 
la chaleur de la combustion pour former la vapeur à trois atmosphères , si l’on 
lait usage de la dilatation jusqu'il une pression correspondante à 4o*, et si l’on 
emploie de bon charbon qui vaporise 13 litres d'eau par kilogramme, on 
obtiendra , suivant notre théorie, 753 dynamodes par kilogramme de charbon. 
Comme d’ailleurs il est possible qu'on ne perde que les quatre dixièmes de la cha- 
leur produite, et qu'il n'y ait qu'un tiers du travail qui soit absorbé en frottement 
depuis le piston jusqu’il l’eau à élever, on pourrait obtenir pour cette élévation 
d'eau jusqu'à 3 oi dynamodes. • 

37 
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La qualité du combustible a une grande influence sur ces résultats : il y a 
telle nature de houille qui dégage presque un tiers de chaleur de plus qu'une 
autre, en sorte que les produits des machines ne sont réellement comparables 
que lorsqu'on se sert du même charbon. 

> S'il s'agissait de constater une amélioration dans la construction d'une ma- 

chine à vapeur, il faudrait prendre garde de ne pas confondre un accroissement 
de travail qui peut être dû à la qualité du charbon , avec celui qui tiendrait Si la 
construction des cylindres et des systèmes de renvois de mouvement. On ne doit 
pas perdre de vue , dans ce genre d'examen , que la construction du foyer et de 
la chaudière, la manière de conduire le feu , peuvent entrer pour beaucoup dans 
une économie de travail ; et surtout , que quand la température de la chau- 
dière sera dans un rapport convenable avec celle du foyer, et que par suite la 
vitesse du piston , ou celle du volant, ne sera ni trop grande ni trop petite, 
il pourra en résulter aussi des accroissements dans le produit du travail par kilo- 
gramme de charbon brûlé. On conçoit donc combien il faut mettre de réserve 
avant de prononcer sur les avantages qui peuvent résulter de la seule disposi- 
tion des renvois de mouvement. 

■ 3 1 . Il nous reste k dire quelque chose sur les moyeris de recueillir le travail 
des courants d’air. On sait que les machines destinées k cet objet sont des roue» 
garnies d’ailes; elles recueillent le travail k peu près comme les roues k aubes qui 
reçoivent celui d’un courant d’eau. 

La quantité d’air en mouvement étant indéfinie, on en retirerait un travail 
aussi grand qu’on voudrait en augmentant les dimensions des ailes, si les frais 
de construction et d'entretien des machines ne mettaient pas u^e limite au 
profit qu'on peut y trouver. L’emplacement nécessaire pour présenter au vent 
beaucoup d'ailes à b fois, la fragilité de celles-ci lors de» ouragans , le peu 
de constance des vents, qui ne régnent un peu régulièrement que dans des 
lieux élevés éloignés des habitations ; toutes ces circonstances sont autant de 
-causes qui empêchent de tirer un grand parti des courants d’air, quoique 
théoriquement ce moteur nous oflre une quantité de travail presque indéfinie. 

Il y a cette différence entre les courants d’air et les courants deau , que ces 
derniers étant presque toujours limités lorsqu'on les reçoit k leur sortie d une 
retenue ou d’un barrage, on ne peutpas augmenter le travail qu’on en retire en 
augmentant les dimensions des aubes , tandis qu'on peut toujours le faire poul- 
ie vent: aussi ne met-on pas ordinairement un grand intérêt k construire les 
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ailes de manière il satisfaire rigoureusement h la condition de retirer le plus de 
travail possible d’un courant d’air d'une section déterminée ; on se borne à cher- 
cher quelles sont les dispositions qui , sans rien coûter de plus en construction , 
sont les plus favorables. Sous ce rapport, il y en a qui sont indiquées par l’ex- 
périence et par la théorie , et qu'on adopte effectivement. 

Nous allons examiner quelle est la disposition à donner aux ailes d'un moulin 
à vent, d’une longueur et d'une largeur données, pour qu’elles recueillent le 
plus de travail possible. Euler s’est occupé de. cette question dans un Mémoire 
inséré dans le Recueil de Berlin ; mais comme il est parti de formules établies 
presque d’une manière empirique, et qu’en outre il n’a pas poussé ses calculs 
jusqu'aux applications, il nousa paru convenable de reprendre ici celte question , 
en nous appuyant sur la formule que nous avons donnée (article 100). Si les 
hypothèses qu'il faut faire pour l'appliquer aux ailes d'un moulin h vent ne sont 
pas complètement admissibles, cependant, comme elles donnent des résultats 
assez bien confirmés par l’expérience, l'analyse à laquelle elles conduisent n’est 
pas tout fi fait indigne d’attention. Au reste, on pourra si l’on veut ne pas s’arrêter 
à ces calculs et se contenter de prendre comme des données d’observation les 
dispositions fournies par la théorie , puisqu’elles sont toutes d’accord avec celles 
que l’expérience a fait adopter. 

Comme il n'en coûte pas plus de donner aux ailes des moulins ë vent la forme 
d’une surface gauche que celle d’une surface plane, puisque l’on peut incliner 
différemment les traverses qui sont adaptées aux volants ou rayons qui forment 
l’axe de chaque aile, on doit chercher comment il convient de varier les diffé- 
rentes inclinaisons de ces traverses à mesure qu'on s’éloigne de l’axe de rotation. 
Nous supposerons donc h l’aile la forme d’une surface gauche quelconque. Si 
l'on concevait des plans isolés au lieu des éléments de celle surface, on trouverait 
que leurs inclinaisons doivent assez peu varier entre les deux extrémités de l’aile; 
il en résulte que la surface gauche inconnue ne doit pas être très-courbe. Nous 
ferons donc l'hypothèse que, quelle que soit la forme qu'on doive donner à Paile, 
on peut partager sa surface en éléments qu’on pourra regarder comme des plans 
diversement inclinés. En outre, comme chacun de ces éléments plans doit 
passer par le volant ou axe dè l’aile qui est toujours dans le plan de rotation 
perpendiculaire au vent , on pourra prendre pour l'angle que l'élément fait avec 
le vent celui d’une génératrice avec l’axe de rotation ; ainsi , l'aile se trouvera 
décomposée en éléments sensiblement plans, qui feront avec le vent des angles 
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variables : ces angles seront ceux de chaque génératrice avec l'axe de rotation , 

c'est-à-dire avec l'arbre qui porte les ailes. 

Remarquons maintenant que, bien que la formule de l'article 100 sur la pres- 
sion que le vent produit contre un plan ne puisse pas du tout s'appliquer, eu ce 
qui concerne la pression du côté du vent, à des éléments de surface très-petits 
dans les deux sens, ni même à des éléments très- étroits dans un sens, mais qui 
seraient seulement isolés, on peut cependant l'appliquer sans trop grande erreur 
aux éléments que nous considérons. En ell'et, la condition de l'exactitude de la 
formule sur la pression du côté du vent , est que les filets fluides interceptés 
dans le courant d’air par la pré-cnce du plan se dévient tous jusqu'à devenir 
parallèles au plan. Or, ici, à cause de la longueur de l'aile , ou conçoit qu'à l'ex- 
ception de ce qui est très-près des extrémités, les déviations se feront dans la 
direction delà ligne la plus courte qui est sensiblement la génératrice transver- 
sale, à peu près comme si le courant d’air se divisait par tranches perpendicu- 
laires au rayon ou axe'de l’aile, et que les filets ne pussent sortir de ces tranches. 
Dans ce cas, il n’y a plus d’autres inexactitudes dans la formule que celle qui 
résulte de ce qui arrive aux deux extrémités de la largeur de l'aile , où les dévia- 
tions ne sont plus ce qu'on les suppose. Mais les ailes étant déjà assez larges , il 
arrive que celte cause d’erreur n’est pas très-sensible. Quant à la diminution de 
pression sur le revers de l'aile, si l'on se reporte à ce que nous avons dit pour la 
trouver, on verra qu'il u'y a pas déraison pour ne pas l’appliquer avec une grande 
approximation aux éléments transversaux de l'aile. 

En supposant donc que le vent souille daus la direction de I axe de rotation 
des ailes , les éléments de celles-ci auront des vitesses perpendiculaires à celle du 
vent , et nous devrons appliquer à chacun d'eux la formule de l'article i oo , poul- 
ie cas où le plan se meut perpendiculairement à la direction du vent. Si nous dé- 
signons par « l'angle qu'un des éléments fait avec la direction du vent , ou avec 
l’axe de rotation, par r sa distance à cet axe, et par ta la vitesse angulaire com- 
mune à tous les élemeuts, la vitesse v de chacun sera représentée par uf. Si 1 on 
désigne par / la largeur de l’aile, qui sera la longueur de Télément, la super- 
ficie de celui-ci aeia Ulr. Ainsi , en représentant toujours par • le poids de 1 unité 
de volume de l'air, le travail que recevra cet élément dans I unité de temps, 
pour une vitesse du vent représentée par u , sera 

3 -»/ „ 
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Il faut faire attention que cette formule ne s’applique au travail reçu par Télé- 
ment qu’autant que le vent le rencontre par-desaus, c'est-à-dire qu'aulant que 
u sin a — v cos a est positif; mais il arrive que cette condition est satisfaite pour 
les résultats que nous trouverons. 

Si nous faisons la somme de ces quantités de travail pour tous les éléments 
d'une aile , en commençant à la distance r. de l’axe , et en finissant & la dis- 
tance r , , et si nous prenons le quadruple du résultat pour avoir tout de suite le 
travail sur les quatre ailes , nous aurons 

6 »/ f. , . 
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Ce n’est pas tout à fait ce travail qu'il s'agit de rendre un maximum , c'est 
celui dont on peut réellement disposer pour l'employer à un effet utile; en sorte 
qu'il faudrait en retrancher au moins la porton que fait perdre le frottement de 
l'arhre dans les coussinets. Or , d’après les expériences de Coulomb , ce frotte- 
ment ne varie pas beaucoup avec la vitesse de rotation , il ne dépend guère que 
des pressions. Comme la partie variable de celles-ci est insensible devant le 
poids de l’arbre et de ses ailes, on peut supposer que le frottement est 
constant; en sorte que le travail qu’il fait perdre dans l'unité de temps peut 
être regardé comme proportionnel aux arcs parcourus par les points frottants, 
et par conséquent aussi à la vitesse de rotation à l'unité de dislauce , c’est-à- 
dire à ut. On pourra donc représenter ce travail perdu par fut. L’expression 
du travail qu’on peut recueillir de l’arbre qui porte les ailes deviendra ainsi 


6 ml (r. 

% Jr, 


tu sin 


a 


— »r COS «)’ ur COS a.dr — fut. 


Pour rendre ce tiavail un maximum , on peut faire varier la dépendance 
qu'il y a entre a et r, et en outre la valeur de ut. Le maximum absolu par rap- 
port à ces deux éléments devant entraîner le maximum relatif quand l'un des 
deux ne change pas, il faudra d’abord satisfaire à la condition relative à la fonc- 
tion inconnue de » en r sans faire varier u. Pour cette première partie de la 
question , le terme fut n’entre pour rien dans le calcul. 

Soit par les principes du calcul des variations, soit par les considéft lions 
géométriques ordinaires , on verra que pour que l’intégrale devienne la plus 


* 
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grande possible , il faut que chacun de ses éléments soit un maximum par rapport 
à v. En désignant pour abréger par V la fonction à intégrer , la quantité à rendre 
un maximum étant exprimée par 

• • ■ ,r F r* 


S J> 


on devra avoir pour chaque valeur de r 


S-*- 


Exécutant cette différentiation , et remarquant que la valeur de « qu'on tire- 
rait du facteur commun or ( u siu « — air cos a) ne correspond pas -au 
maximum du travail, puisqu'elle le rendrait nul, on obtient en ôtant ce fac- 
teur 

2 (u cos « -(- «r sin j) — (usin a — uir eus a) ur gin a=0, 
ou 

u (long’ o — 2) — 3<ur lang a ; 

d’où l’on tire 

•■-s+v'kem’. 

r * . . . . 

Telle est donc déjà la relation entre a et r. On ne doit prendre ici que la 
valeur positive du radical , parce que l'autre valeur rendrait tang a négative , 
et qu’alors le vent prenant l’aile par derrière, le travail ne serait plus moteur. 

Pour achever de satisfaire aux conditions du maximum relativement à la 
valeur de u , il faudrait substituer dans l’expression du travail la valeur de a en r 
résultant de l’équation que nous venons de trouver; on exécuterait l’intégra- 
tion , et l’on réduirait ainsi l’expression à ne plus contenir que ta, pour égaler 
ensuite à zéro sa dérivée par rapport à cette 'variable. On peut simplifier 
ces calculs en remarquant que cette condition du maximum peut être repré- 
sentée par 

( 


? 0£W- 


la différentiation étant faite ici à la fois par rapport à la variable ta qui parait ex- 
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plicitemeui et par rapport k cette même variable qui sera introduite par la va- 
leur de a en r que nous venons de trouver. Si l'on désigne par la dérivée 
partielle de V prise par rapport it la lettre explicite ta , sans que celle-ci varie dans 
la valeur de a, on aura pour la dérivée totale qui entre dans l'équation 

précédente , la valeur 



dV rfy <U 

dm d% dm 


Or, comme en vertu de la première condition qui a déterminé la relation entre 

jy 

« et r, on a -j- = o, l’équation ci-dessus se réduit à 



Ainsi la condition du maximum devient 


6-a >i C r 'd\ , . 


En développant et y introduisant les simplifications que donne la relation 
déjà trouvée en r et a , on obtient 


6w^ f r ' , . .rcos’a 

— — I 2« («»n «— nr cos «) — dr — /= 0. 

% Jr. s.n* 


Il faudrait mettre ici pour a sa valeur en r et ta ; après avoir intégré , on aurait 
l'équation qui déterminerait ta. Or , il sera plus simple de mettre r et dr, en a, 
da et ta , et ensuite d'intégrer par rapport à a , en mettant alors pour les limites 
de celte variable, que nous représenterons par ». et a., les valeurs données par 
les équations 


3t»r_ , 
3mr, , 

“"••■=■5- + 


V/( 

V<©+'«)- 
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En mettant donc pour rcldr le» valeurs tirées de la relation trouvée précédem- 
ment, laquelle donne 


u_ H — 3cos’a \ 
~ 3» \ »in o cos a /’ 

3u \sin a COS a J 


on obtient 

2*^1 f». (t — 3 cos 1 a) (1 4- OC*' g) da _ f=0 
27 *>’ J ^ sin*a 

> * 

Si l’on représente par ^ (a) l’intégrale indéfinie à exécuter en a, on trouve par 
les méthodes connues 


G cos*a — 3 cos a 1 1 , 

T(,)= aTta* jhSlUng-.), 


en sorte qu’on aura pour la condition du maximum 

S=£| t w-,w|-/-.. 

'-V/|^7( ,w_ ' w )l =0 


ou bien 


Cette équation , dans laquelle a. et a, sont des fonctions déjà compliquées en u , 
le devient elle-même beaucoup trop pour qu’on puisse la résoudre par rapport 
à cette inconnue. Mais pour discuter les résultats admis par expérience, il suf- 
fira d’y faire des substitutions successives pour différentes valeurs de la vitesse 
angulaire u : de cette manière nous trouverons entre quels nombres sont com- 
prises les racines. Une fois que nous aurons ainsi approximativement la valeur 
de a» pour chaque vitesse du vent, nous en déduirons la forme des aies pour 

chacune de ces vitesses par la formule tang s = ^ + \/|(s)' + *J 

r3a. Pour trouver ainsi les valeurs de u, par des substitutions successives, nous 
allons d'abord réduire toutes les lettres en nombres, en adoptant les données 
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qui conviennent aux moulins pour lesquels Coulomb a consigné des résultats 

d'expérience (*). 

Voyons d'abord quelle est la valeur du coefficient f\ il doit être égal à une 
force qni, appliquée à un mètre de l'axe, produirait le même travail que le frot- 
tement. Dans les moulins que Coulomb a observés, il a reconnu que pour vaincre 
les frottements quand on a égard aux poids des pilons soulevés à chaque instant , 
il fallait une force de 3 kilogrammes à l’extrémité de l'aile, ou à 13 mètres de 
l’axe. La force équivalente à 1 mètre de l’axe, est de 36 kilogrammes. Nous y 
ajouterons quelque chose pour tenir compte du frottement sur la base du pivot 
de l’arbre quand la pression du vent la fait appuyer contre la crapaudine. Cette 
pression étant d’environ 200 kilogrammes pour les .vents les plus ordinaires , le 
frottement peut-être évalué au plus à une force de 40 kilogrammes agissant à 
une distance réduite de o“,o 3 de l’axe; de sorte qüe la force équivalente qui 
serait appliquée à un mètre de l’axe serait égale b i‘“, 21 ; ce qui ferait en tout 
37 ul ,2i : nous prendrons en nombre rond ,_/"=38 kil. 

Pour les moulins observés par Coulomb, la tenture de l’aile commençant à 
2“ de l’axe et iiuissaDt à 12" , on a /v=a“ et r,= t a”. La largeur de la toile étant 
d’un peu plus de six pieds, on prendra /= 2“, 00 Enfin , on peut prendre très- 
approximalivcment pour le poids d’un mètre cube d’air, ■» — i* fl , 3 o. 

Coulomb a fait des observa tions*pour des vitesses du vent de 2“, 27, de 4 “>o 5 , 
de 6 *, 5 o et de 9“, 10 par seconde. Nous commencerons par examiner ce que 
donneront les calculs précédents pour un vent de 4 ">o 5 , qu’on peut regarder 
comme celui qui a lieu le plus souvent. 

Pour cette vitesse du vent, on est dans l’usage de donner b l’arbre qui porte les 
ailes une vitesse de rotation de 7 b 8 tours par minute, ce qui donne pour la 
vitesse b limité de distance de l’axe, <■> = 0,785. Pour reconnaître si cette 
valeur est loin de celle qui satisfait b l’équation du maximum que nous venons 
de trouver, on déterminera d’abord les limites a, et a, qui en résultent; ou 
-trouve a 0 38 ' 3 o" , et a, =82° 8' 4 °"- En mettant ces valeurs et celles des 
autres lettres dans féquatiOn du maximum , et poussant l’approximation jusqu’à 


(*) Toute» le» observations de Coulomb, auiquellrt nous comparerons ici le» résultats du 
calcul , se trouvent dans sa Théorie des Machines simplet , page 298 . et en grande partie , 
dan» le Traite des Machines , deM. Hachette, page 225, édition de 1828. 

‘ 38 
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is quatrième décimale, le premier membre, qui devrait être nul, se réduit 
h — 0,0741- Si l’on refait des substitutions analogues pour 41 =s 0,70, on trouve 
que ce même premier membre devient 4 - 0,0094. Ainsi il y a une valeur de w 
entre 0,7^5 et 0,701 elle sera très- près de 0,70. Gette racine conviendra au 
maximum ; car en faisant d'autres substitutions, on verra que les résultats 
s’écartent davantage de zéro. Ainsi , la vitesse angulaire 0,785 qu’on donne 
aux ailes pour ce vent ne diffère pas beaucoup de la valeur que fournit la 
théorie. , 

Les autres éléments adoptéspar expérience diffèrent aussi très-peu des résulta ts 
du calcul. En effet, Coulomb a constaté qu'on donne aux ailes la forme d’une 
surface gauche dont les génératrices extrêmes font , ta première à a* de l’axe , un 
angle de 60*, etl’iutre.à 1*“, un angle qui varie de 78 à 84",. ou qui est 
moyennement de 81°; que, dans l'intervalle, les inclinaisons varient de ma- 
nière que les extrémités des génératrices forment une ligne très-peu courbe. Or si, 
dans l’cquation - - 

on substitue <0= 0,70 et u — 4 >o 5 , on trouve que les angles a, et , aux extré- 
mités, sont de 63 ° et de 81’. Dans l’intervalle , les inclinaisons des génératrices 
qui sont données par l’équation ci-dessus seraient telles , que la courbe formée par 
leurs extrémités serait une ligne t double courbure différant assez peu d’une hy- 
perbole et mêific d’une ligne droite (*). 

Ainsi pour un vent de 4 ",o 5 , qui doit être celui avec lequel le moulin marche 
le plus souvent, l'accord entre lés dispositions que la pratique a fait admettre 
et celles qu'indique notre théorie, est aussi grand que possible. 


(*) Pour conitruire exactement la surface donnée par le calcul , on devrait concevoir un 
plan perpendiculaire à l’axe de rotation i une distance quelconque b du rayon ou ligne 
milieu du l'aile. Les génératrices transversale* de celles-cf, prolongées jusqu’à ce plan , 
viendraient le rencontrer suivant une hyperbole, dont uDe asymptote serait la projection 
de U ligne milieu de l'aile sur ce plan , prolongée du c6té opposé à cette aile , et l’autre 
asymptote serait une ligne partant de l'axe de rotation et faisant . avec 1a première , un angle 

obtus dont la tangente aérait Gette courbe couperait un diamètre perpendiculaire à la 

première asymptote a une distance égale à b V 
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La (orme îles ailes une fois arrêtée dans la pratique , il est clair que dès quelle 
correspond à la condition du maximum absolu , pour le vent de 4">°5 , elle 
ne peut plus y correspondre encore pour d’autres vitesses du vent ; en sorte que, 
pour ces autres vents, ce ne sera plus la vitesse angulaire déterminée par ce 
maximum absolu lorsqu’on fait varier ta forme des ailes pour chaque vent, qui 
devra être celle qui correspondra au maximum lorsque la forme de l’aile ne 
change plus. Ainsi il doit arriver que les vitesses angulaires satisfaisant à l'équa- 
tion du maximum absolu ne soient pas celles qu’on donne dans la pratique. 
Effectivement, Coulomb a constaté que, pour les vents de 2“, 27 et de 6",5o , 
on donnait les vitesses angulaires de o,3 1 et de i ,36. Or , en reprènam des calculs 
analogues à ceux que nous venons d'indiquer , voici ce que fournit notre théorie, 
quand on fait varier la forme des ailes. 

Pour une vitesse de vent de a ”, 37 ,■ le maximum absolu tombe entre 

«2=0,18, «,= 59*3’, =, = 73*40', 

et / 

» =0,23, «„= 5*“ 3 # , «. = 75* «■; 


car ces deux valeurs de u , substituées dans l’équation du maximum , donnent 
•+• 0 , 01 35 et — ■ 0 , 0193 . . , 

Pour une vitesse de vent de 6”,5o , ce même maximum tombe entre 



« = 1,64, a. =* 67* 4', « = 83* 51', 

*=t,80, a. = 67*58', «, = 85*22'; 


car cès deux valeurs de » donnent, dans l’équation du maximum , 0,169 

et — 0 , 016 . 

Ainsi on voit déjà qu’il faudrait rendre les ailes d’autant plus perpen- 
diculaires à Taxe de rotation, que le vent le plus fréquent serait plus consi- 
dérable. 


1 33. Ne nous occupons plus maintenant que de la forme qui a été adoptée 
par expérience. 

Cherchons d’abord la vitesse angulaire pour le maximum , en laissant cette 
forme constante , et pour cela exprimons le travail au moyenne cette vitesse. En 
prenant pour le vent de /\,o5 , u = 0 , 70 , on trouve que la relation précédera- 
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ment trouvée entre ret«, pour le maximum relatif à la forme de l'aile seule- 
ment , devient - , 

Ung « = 0,518 j -)- Y/[(®»5*8 Q‘ -J- a]. 

Cette formule donne aux extrémités de l'aile 

«.«= 63 * ♦a'SS", ‘ «,±=8l* 17 28". 

Ces angles étant très-près de aeux de 6o* et de 8i* , que Coulomb a trouvés , et 
la forme du reste de l’aile s'accordant d’ailleurs assez bien avec celle des moulins 
qu'il a observés , nous regarderons U Formule ci-dessus comme pouvant s’appli- 
quer aux ailes de ces moulins. 

Pour abréger l'écriture , nous représenterons par ~ le coefficient numérique 
o,5i8 , ce qui revient à poser a — 1,9x8; nous aurons 

ud *' = s+V / (ï?+ s )' 


Au lieu de mettre a en r dans l'expression du travail, il sera plus commode de 
mettre r en a, en intégrant entre les limites «. et qui correspondent aux 
extrémités de l'aile. On tirera de l’équation ci-dessus 


r=a (ipls*j\ 

V «n acoea /’ • 

dr =« /- 1 -±- CO ? , 4 d * 

Vsta’a CW* a/ 

valeurs qu'il faudra substituer dans l'expression du travail, qui est 

■ . • . • .. 

6-a^ F , , , ’ 

-jp- I (u SID a — ur cos «) <*r COS ««r — \*J. 

Si l’on développe d'abord cette expression , elle devient 

*u' J" r sjn*«COS«rrfr— 2»'u J" ' sinacos'vr'dr^-»’ j" COS* *r*dr^ — J». 


Digitizçd by Google 


— 301 — 

Eu substituant les valeurs de r et de dr, le facteur a sort des intégrales en a. 
Si, pour abréger, on représente ces intégrales indéfinies par <ç( a ) , y_(a), 4.(3) , 
et leurs valeurs entre les limites par P, Q , R, on pourra écrire 



Le signe positif du radical donnerait aux deux éléments fextrêmes des vitesses 
au delà de celles qui correspondraient au maximum de travail qu’ils peuvent 

recevoir. En effet, ces dernières sont données par »= “ connue^ il serait 

facile de le voir, en cherchant le maximum , par rapport à <*, de l’expression 
— ofr (usin a — * «r cos a)*«r cos «. Or, d’après les valeurs de tang a. , tang a., on 

verrait que, pour les éléments extrêmes, t» doit être d'environ £et^; tandis que 
suivant les nombres que nous donnerons pour P , Q, R, on aurait , en prenant 
iesigne positif du radical , une valeur de a qui serait plus grande que ~ ; elle ne 

pourrait donc évidemment pas correspondre au maximum pour l'ensemble 
des éléments, pu isqu’a lors aucun d’eux ne recevrait te plus de travail possible. 


Digiti2ed by Google 


- m — 


Pour réduire en nombre U valeur de u , ainsi que l'expression du travail , il 
faudra calculer les intégrales P, Q , R. Or, en appliquent les méthodes connue», 
on trouve pour les intégrales indéfinies, que nous avons représentées par 

?(*)» x( a )> <K*)» ' es va leur* 


, (-> =-27^“ + 1 35 ?£ - ,05 ^+— L-p- » log (tan*!.) 0 , 
Sin'a sin*a sm‘a eotesin'a ° V ^fl / 1 

z W « 8 _ a !£-• + -JL- _ ,6 lo* flan^-A 

sm o »m « cosasin a 2 / 

+ («) « jjjj — 3 a» « — * 1<* (tang *)• 


En les prenant entre les angles a* = 63 * 4 *’ 55 " et a. = 8i" 17' >8'', qui 
correspondent à u = 0,70 , et qui diffèrent très-peu de ceux que Coulomb a 
mesurés , on trouve , en calculant par logarithmes et s’arrêtant à la troisième 
décimale , 

P = 2,963 , Q = 3482, R = 3,928 -, 


substituant avec ces valeurs, a = i,9a8,y= 38 , 00, £ = 9,8088, et •» = i, 3 o, 
on trouve , 

« =s 0,5,8 u £ 0,76, — 

« 

Cette formule confirme déjà la règle pratique énoncée par Coulomb, savoir, 
qu’op établit un rapport à peu près’Constant entre la vitesse des ailes et celle du 

vent 5 car, dès que «devient de 3 “ ou , ke terme -* ■ y ■ ■ sous le radical a peu 

** t 

d’influence sur le coefficient de m, lequel reste ainsi à’ peu près constant. An 
reste , voici la comparaison entre les résultats de la formule ci-dessus et les 
vitesses observées. 

Pour ta vitesse du vent dô 2”, 27 , la formule donne u == 0,28 , et l'observa- 
tion u== 0,3» (**)• ... 


{*) M faut faire attention qoe tes logarithme» sont hyperboliques. . , 

(“) Cette vitesse serait un peu forte, puisque Coulomb la donne comme étant à peine 
celle qui avait lien ; la vitesse effective se rapprocherait donc encore plus de celle que donne 
la formule. 
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"Pour la vites.se du vent de 4",o5 , la formule dorme « =: 0,70 , l'observation 

u = 0,785. ’ ‘ 

Pour la vitesse du vent de 6”,5o, la formule donne » = i,s4,. et l’observa- 
tion »=i, 36. 

Pour la vitesse du vent de 9*,to, il faut changer la formule, parce qu’on 
repliait a“ de toile fa l’extrémité de chaque aile; alors, pour calculer les inté- 
grales définies P, Q, R, il finit modifier la seconde limite de r, et par suite, 
celle de a. Au lieu d'avoir , comme pour lés ailes entière», a, =a 8 1" 17' a8" , on a 
a, = 79* 46' : avec cette seconde limite , 011 trouve 

✓ 

P = 2,093, Q = 2,494, R = 2,987. 

*1 , - I > # # 

On en déduit u =: 1,89 : l’observation donne ta = t,83. 

L’accord de ces résultats est aussi grand qu’on peut l’attendre des hypothèses 
d’où nou» sommes partis. t 

Si l’on appelle N le nombre de tours que font les ailes par minute, on 
6 ‘*81 \ 

aura u ou bien N = 9,354«a . Si dans la valeur de ai ou laisse en dehors 

le facteur u, en substituant seulement sa valeur sous le radical, on aitra , ■pour 
les quatre vitesses du vent que nous venons de citer , 


Ai = l,16u, N = l,G5u, 


t,8Ün, A = t ,9811 


Ce résultat conduit A la règle approximative qu’on trouve énoncée dans le Traite 
des Machines de M. Hachette, que le nombre de tours, par minute, doit être 
près du double du nombre de mètres qui exprime ta vitesse du vent, surtout 
quand celte vitesse a est pus trop faible. 

1 34 • H nous reste A faire la comparaisou la plus essentielle fa l’appréciation du 
degré d’approximation de la formule sur la pressiou produite par le vent; c’est 
celle du travail que les ailes reçoivent dans une seconde de temps d’après cette 
formule, avec celui qui résnlte des Observations de Coulomb. Comme on con- 
naît par ces observations les poids soulevés dans un temps donné, on en Conclura 
le travail reçu par les aile» . en tenant compte du travail perdu par les frotte- 
ments et par le choc de» pilons. Le premier sera le produit fa ou 38»; le second 
s'obtiendra approximativement par la formule établie au n* 68, en y supposant 
infini le rayon du marteau. Le contact se fanant fa la distance horieontale de 




* 
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o,5 y de l'axe, ai l'on désigne par P la somme des poids des pilons choqués 
pendant une seconde ; la somme des forces vives , qui est approximativement la 
mesure de la perte due aux chocs , sera 

P*’ 

' (0,57)' —, ou 0,0165 P»'. 

H 

Chaque poids étant élevé de o“,49 , il en résulte que le travail dû à l'élévation de 
leur somme P , sera o,4gP ; ainsi , celui qui , suivant l’observation , est reçu par les 

ailes dans une seconde de temps , sera exprimé par 

» ✓ 

0,49P -f- 0,0165 u’P + 38». 

On négligerait encore ici le frottement des pilons contre les cames ; mais comme 
ces cames étaient de simples rayons qui glissaient très-peu contre les pilons , on 
peut négliger ce frottement, 

ES partant du poids P qui résulte des observations de Coulomb , voici ce 
que l’on obtient : 

i * Pour la vitesse du veut de a“,37 , et pour t* — o,3 1 , comme on a observé 
que P = 5i kilogrammes, on en conclut pour le travail , que nous désignerons 
par T , en l’exprimant en djnamodes , T=o,o36g ; ■ 

3* Pour la même vitesse du vent, mais pour u =0,576, le moulin ne sou- 
levant pas de pilons, ce qui donne P =0, on en conclut T=>o,oaig; 

3' Pour la vitesse du vent de 4”><>5 , et pour u = 0,785 , comme on a 
P= 396 * h , 33, on en conclut T=o,i779 ; 

4* Pour là vitesse du vent de 6",5o , et pour u = 1 ,36 , comme on a 
P = 1 3 1 3 ln ,33 , on en conclut T = 0,6836 ; 

5. Enliu , pour la vitesse du vent de 9,10, les ailes ayant deux mètres de lon- 
gueur de moins , et pour u = i> 83, comme ona P = i633 ul ,33 , on en conclut 
T = 0,9598. ^ . , 

. Nous aurions pu dès l’origine nous sérvir de la seconde observation pour 
trouver la valeur du coefficient f du frottement , en admettant l’exactitude de la 
formule surle travail reçu par les ailes ; mais notre objet étant d’apprécier cette 
exactitude , il valait mieux déterminer ce coefficient directement sur d'autres 
expériences, et voir ensuite quel accord il y avait enlre les deux observations: 
or , il est aussi grand que possible; ca* il résulté des nombres consignés dans le 
tableau suivant , que le frottement , évalué par la formule qui donne la pression 
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produite par l’air, eût été de 4« kilogrammes, au lieu de 38 kilogrammes que 
bous avons adopté., ... 

Pour obtenir par le calcul les quantités de travail produites sur les ailes , 
lesquelles doivent être comparées à celles qui résultent des expériences , on se 
servira de l’expression trouvée précédemment, en ne déduisant plus le frotte- 
ment, savoir:. 

— <RaV« — 2Q«W + P«W>). 

B 

Un auj-a soin d’y changer les coefficients P , Q , R , comme nous l'avons indiqué, 
quand on réduit de a^oo la longueur des ailes pour le vent de. g",io ; on trouve 
ainsi la comparaison suivante. 


TABLEAU de comparaison des quantités de travail que reçoivent les 
ailes ifun moulin à Peut, suivant la théorie et suivant l observation , 
les quatre ailes ayant chacune k> mètres de long sur a mètres de 
large (*). 


VITESSE 

do 

VINT 

VITESSE 
de» aile» 

1 1“ de l'aie 

T&àTAIL pnODllT Mil LU iUla 

pendant une seconde 

«sprOa* 

en djma modes ou 1000 IdL élerés à 1",00 

RAPPORTS 
entre les résultats . 
de l'expérience 

y 

* 1 r 

U 

Par la formule. 

Par r observa tl ou. 

ceux de la théorie. | 

M» 

0,31 

0,0332 

0,0300 (•} 

1,66 

/dem. 

«,5S 

CTOiM 

0.0310 

0,04 

m 4,05 

V» 

0.137S 

0,1770 

1,38 

6,50 

M» 

0,9714 

0,6836 

i,10 

0,10 

l,S> » 

1,3*74 

0,0598 

0,78 

(*) Pour rendre ta calcul» un peu moins long» , J’«l adopté U longueur de 10 métré» . quoique Coulomb ait 
Irouré 93 pied» ou 10”, 10 de tenture : avec cette longueur, ta résultats théoriques eussent été un peu plu» 

fort». 

<“) Observation douteuse. 
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La première observation est celle qui s'écarte le plus du résultat des formules; 
mais il faut remarquer que Coulomb dit que les ailes (aigjieut à peine trois 
tours par minute, et qu'il serait possible que les poids élevés, calculés dans 
l'hypothèse des trois tours, fussent trop considérables. La vitesse du vent ayant 
une grande influence sur le travail qui, pour une même vitesse des ailes , varie 
& peu près comme le carré de celle du vent , quelques inexactitudes dans les 
mesures de u peuvent entraîner d'assez grandes différences entre les résultats de 
l’expérience et ceux des formules, sans rien prouver contre ces dernières. La 
plus grande proportion qu’on trouve ici dans la différence entre la théorie et 
l'observation , pour la dernière Vitesse du vent, de 9 “,io ,'peut venir en -partie 
de ce que la longueur de la toile ne parait pas avoir été mesurée avec exactitude 
dans ce cas. 

Quand même il n’y aurait aucune cause d’inexactitude dans les formules, ce 
qui n’est certainement pas , il ne pourrait pas se pnÿouler ici une concordance 
parfaite; car on n’est pas certain d’avoir bien exactement les éléments dès ex- 
périences. La forme des ailes n’est qu’approximativement celle qui était adoptée 
dans les moulins qu’on a observés. Il est possible qu’on ait pris dans le calcul 
des angles a. et «, un peu trop forts. En les diminuant un peu , on augmenterait 
les produits pour les petites vitesses du vent', et on les diminuerait pour les 
plus grandes, ce qui donnerait des rapports plus constants avec les résultats de* 
expériences. ’ ■> : 

En définitive , les différences ne sont pas assez grandes pour faire rejeter plutôt 
ici l’usage des formules qu’on ne le fait dans d’autres théories d’approximation 
où l’accord n’est pas plus complet. . * 

1 35. Il faut remarquer que les quantités de travail qui sont consignées dans 
le tableau ci-dessus ne sont pas celles dont on peut disposer pour opérer l'effet 
utile qu'on a 91 vue; il faut en déduire les pertes parle frottement. Quant aux 
pertes par le choc des cames , on ne doit pas les soustraire , puisqu’elles tiennent 
au genre d'elfet , et qu'elles n’existeraiant plus , on quelles seraient remplacées 
par des pertes fort différentes, si l’on opérait un autre effet. 

Nous donnerons ci-dessous le tableau de ces quantitérde travail qu’un moulin 
il vent met à la disposition du fabricant, en présentant les résultats de la théorie 
b côté de ceux de l’observation. Nous y ajouterons les quantités que donnent 
les Formules pour des chjngements dans lu vitesse angulaire et dans la forme 
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des aile», aûu qu'on voie l'influence que peuvent avoir ces éléments sur les 
quantités de travail qu'on recueille. 

Quand on change la forme des ailes de munière k satisfaire il la condition 
du maximum pour différentes vitesses du vent, et qu'ainsi on a toujours 

tang a = ~~+ y/f ( ~j~) -f- sJ- on trouve que ce travail se réduit h 

f (t-3cos*«)(t +<-05*») 

' . ’ ’ • 81 f» J sin'iCOS 1 » 

• « * ** t 

En représentant l'intégrale par 'f (œ), laquelle a pour valeur 


, , * 3 co» », 3 , / |\ 

T “cos«sin*a à sin* * â <>ff ( * ,D ® à *)’ 


ce travail maximum devient 

’• - /- • 




S+astu 1 r 
81 ff» L 


*(«. 


ü-»w]. * 


C’est d’après celte formule que nous avons calculé les trois quantités de tra- 
vail du tableau ci-après, qui répondent k la forme des ailes qui convient au 
double maximum, par rapport à leur forme et à leur vitesse angulaire. Nous 
n’avons pas donné ce maximum pour la quatrième , parce que , dès qu’on est 
obligé de diminuer la longueur de la tenture, il a y a pas lieu de chercher i 
recueillir plus de travail qu’on n’en obtient dans la pratique. 



a , ’ 

3 ♦ 

•*’ 

t é», . 
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TABLEAU des quantités de travail qu on peut recueillir par seconde , de 
F arbre d'un moulin à vent ayant quatre ailes dont les tentures Ont i o mètres 
de long sur a mètres de large (*), chacune commençant à a mètres de taxe 
de rotation et finissant à la mètres de cet axe. 


.VITESSE 

de 

rotation 
de» ailes J 
I f.OO 
, de l’axe 


ANGLES J TJUVAIL 

que font, avec Taxa de rotation , I & recueillir par seconde , exprimé 


les première» et dernières 
traverses doe aile». 

A **■ de l’aie I A 1’eiudnit 


en dynatuodes , ou tOOQ hU * 
élevé» à 1»,0Q. 


Par 

ta forma le. 


Par 

l'observation. 


OBSERVATIONS. 


ritem du tenldc 2*. 27. ' 


63**2 

89*17' 0,0065 

/d. 

U 0,0098 

Id. 

ld. 0,0106 

U. 

Id. 0,0105 

Id. 

Id. 0,0088 

Id. 

Id. O.OOU 

59» 3' 

73°W 0,0131 


0,0230 H 
0,0000 


.f'Ueae du vent de 4" ,05. 


63**2 . 

81*17 

0,0822 - 

Id. 

Id. 

0,109* 

Id. ' 

Id. 

. 0.1080 

Id. 

Id. 

0,0957 


Maximum de travail parrap 
port * la viieate de rota- 
tion seulement. 


Double maximum par rap-l 
port k la vitesse de rota~| 
tlon et à la forma des ailes.! 


yiteue du cent de 6* ,50. 


63**2 

81*17 

0,5073 

Id. 

Id. 

0,5232 

Id. 

Id. 

0^5197 

Id. 

Id. 

0,5070 

Id. 

Id. 

0,4025 

67*58 

* 84*22 

j 0,53*6 



yitetse du vent de 9”, 10. 


^ 63*»2 

79**6' | 

0,9537 

Id. 

Id. 

1,1568 

Id. 

Id. 

1,0*70 


i Double maximum par rap-l 
' port b la rltcsse rte rota-l 
I uon et a la forme des ailes ] 


Maximum par rapport 1 ta 
tilde de rotation seule- 


Double maximum par rap-l 
port a la vitease de rota-l 
Uon et* la forme de* ailes.! 


Trés-prts du maximum p 

1 , rapport * la titesae de r 
talion seulement. 


(•) Comme nous Taxon» fait remarquer dan» la note précédente, la longueur des aile» était de 10*40 pour 
le» moulina sur lesquels portent le» obseexitions ; en sorte qu'l U rigueur les résolut» théoriques devraient 
être un peu plus forts ; m»i» cette différence peut être négligée pour le de|pé d'approximation qull est pos- 
sible d'aroir Id. «**) Otaenatton douteuse. 
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On voit, par les résultats de la quatrième coloune de ce tableau, combien, 
pour une même vitesse du vent, les quantités de travail varient peu pour des 
écarts très-sensibles dans la vitesse angulaire; on y voit aussi que les quantités 
de travail qu'on recueille dans le cas du double maximum , correspondant à 
d’autres formes des ailes que celles qu'on a adoptées, ne sont pas beaucoup plus 
considérables que si l'on ne changeait pas cette forme. 

Ainsi , la théorie confirme ce que Coulomb a observé , savoir : que les produits 
de différents moulins 8 vent, marchant dans des circonstances assez différentes, 
étaient sensiblement les mêmes. On voit qu’il y aurait très-peu à gagner à 
changer la forme des ailes pour des vents différents , et que pour la forme qu'on 
aura choisie, on peut hiisser tourner les ailes avec des vitesses de rotation assez 
différentes de celles qui conviennentau maximum , sansqu'c^ recueille sensible- 
ment moins de travail/ * 

Dans les cas où l’on voudra déterminer à priori avec quelque approximation ie 
travail qu'on peut recueillir d'un moulin b vent, lorsque les éléments ne seront 
plus les mêmes qué pour les observations de Coulomb , on pourra , à défaut de 
nouvelles expériences, se servir des formules qui ont fourni les résultats 
théoriques tonsignés dans ce tableau, et modifier toutefois les nombres quelles 
donneront dans le sens qui résulte des comparaisons ci-dessus. Eu se donnant 
la vitesse du vent , les dimensions et la forme des ailes, on aura assez approxima- 
tivement le travail qu’on peut recueillir. 

•i 36. Dans la pratique , une fois qu*on aura construit les ailes suivant lu forme 
qui répond au maximum absolu pour le vent le plus fréquent, il faudru cher- 
cher b faire prendre aux ailes , pour ce vent , la vitesse angulaire déterminée par 
les calculs précédents; or, en se donnant cette vitesse, on en conclura celle de 
toutes les roues du moulin. S’il s'agit, par exemple, d’élever des pilons, on 
saura conséquemment combien l’arbre qui porte les cames devra faire.de tours 
par minute. Mais pour que cette vitesse puisse subsister, il faudra que le travail 
que cet arbre aura <i transmettre dans l'unité de temps, dans une minute, par 
exemple, soit égal b celui qu’il reçoit. Ce dernier étant connu, soit par les for- 
mules précédentes , soit par les résultats d’expériences que nous venons de 
donner, on le divisera par le travail qu’exige l’élévation de chaque pilon , y 
compris les pertes de toute nature , et l’on aura pour quotient le nombre de 
piltms que le moulin devra élever par minute , et conséquemment le nombre de 
cames qu’il faut mettre autour de l’arbre qui les porte, puisqu'on connaît la 
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vitesse de celui-ci. Les choses étant ainsi disposées, les ailes arriveront d’elles- 
mêtnes & prendre la vitesse la plus favorable à la fabrication. Si le travail résis- 
tant se produit trop inégalement, et que la roue qui porte les ailes ne puisse 
suffire pour faire fonction de volant et resserrer suffisamment les 'écarts de la 
vitesse de rotation, on ajouterait un volaht à celui des axes du mouliu qui a le 
mouvement de rotation le pins rapide; par ce moyen , la vitesse des ailes s’é- 
carterait aussi peu qu’on voudrait de celle qui convient au maximum. On ne 
doit pas, au reste, attacher trop d’importance à ce que la vitesse de rotation 
soit bien exactement celle qui convient au maximum , puisqu’on a vu dans le 
tableau précédent qu’eHe peut en différer encore beaucoup sans qoe le travail 
dimimieseusiblement. 

^ ■ r 

1 37. £0 terminant ici ce que nous nous proposions de dire sur la théorie de 
chaque système propre à recueillir le travail des moteurs, nous rappellerons qu’en 
général , quelle que soit k vitesse qu’on veuille obtenir sur les outils qui doivent 
opérer l’effet utile, il ne faudra pas changer celle de la partib de la machine qui 
est destinée à recueillir le travail quand on voudra en retirer leplus possible. 
Ce sera le plus souvent par des renvois de mouvement qu’on devra Se procurer 
la vitesse qu’exige cet effet. Il ne faut pas perdre de vue néanmoins qu’il y a bien 
des cas où le» dépenses en perfectionnement de machines. Datant pas compensées 
par l’accroissement qui en résulte pour les produits, on devra se contenter de 
recueillir un travail qui ne sera pas le plus grand possible. Ce sont U des ques- 
tions d’argent qu’on résoudra dans chaque cas particulier suivant les valeurs de 
chaque chose. Mais dès qu'on attache beaucoup de prix k ce qu'on fabrique, qu’un 
léger accroissement dans la production a promptement couvert quelques dé- 
penses en machines , c’est à tort qu’on néglige d’économiser le travail : le prin- 
cipal soin qu’on doit a voié alors, c’est de disposer un premier système de manière 
à recueillir k plus possible du moteur. Comme on met aujourd'hui une grande 
perfection dans la construction des machines pour y diminuer ks chocs et les 
frottements , les économics de travail qu’oq trouverait dans quelques nouveaux 
perfectionnements pour les renvois de mouvement ne pourraient produire que 
très-peu de chose en comparaison de celles qui résultent d’un meilleur emploi 
du moteur. L’erreur de beaucoup' de personnes est de voir dans 1 e mode de 
transmission toute l’économie du travail, et Ton pourrait presque direson accrois- 
sement, tandis que cette économie est presque tout entière dans k soin qu’on 
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niel à en recueillir le plus possible du moteur par le moyen de la première 
partie de la machine. _ - - . 

• % * " I 

1 38. Lorsque l’on veut donner une idée de la bonté d’une machine destinée , 
soit à recueillir, soit à transmettre le travail , on compare ce qu’elle rend avec 
ce qu’elle reçoit, ou ce quelle pourrait recevoir théoriquement: la fraction qui 
exprime le rapport entre ces deux quantités est la mesure du degré de perfection 
de lu machine. En énonçant oettc fraction , on doit dire avec précision rie quelle 
manière on mesure les quantités de travail , sans quoi on risque de ne pas s'en- 
tendre et de faire de fausses comparaisons. Ainsi, quand on dit qu’une roue à 
augets rend les 0,70 du travail d'une chute d'eau , il faut savoir d’abord comment 
on mesure le travail de cette chute, si l’on prend la descente totale de l’eau 
depuis le niveau supérieur du cours d'eau, ou depuis l’arrivée du liquide sur 
l’auget jusqu'à sa sortie. 11 faut aussi s’entendre sur le point où le travail est 
rendu, si c'est sur l’arbre même de la roue à augets, ou sur une roue d'engrenage, 
plus ou moins séparée de cet arbre par des renvois de piouvement. Quand on 
énonce le produit d’une machine à vapeur , il faut avoir soin de dire où le tiavail 
est mesuré , si c'est à l'arbre du volant , ou en un point plus éloigné du moteur. 
Si la machine sert à élever de l’eau , et qu'on énonce le travail obtenu pour celle 
élévation, il faut dire en outrecomment l’eau arrive, par quel orifice elle sort; 
car la machine aura produit en sus du travail qu’exige l'élévation du liquide, 
celui qui est nécessaire pour lui donner la vitesse de sortie. Si l’on veut apprécier 
le soin dans la construction du cylindre, du pistop et du balancier, on énon- 
cera le rapport entre le travail produitsur le piston et celui qui peut être transmis 
par l’arbre du volant. 

1 3y. La connaissance du maximum de travail qu'on peut recueillir des mo- 
teurs, soit qu’on l’acquière 'par l’expérience, ou par des considérations théo- 
riques, est très-nécessaire pour établir de justes bases dans les marchés qu’ou 
peut faire à ce sujet. Pour en donner une idée, supposons, par exemple, qu’on 
veuille savoir si , moyennant un certain payement annuel ou moyennant une 
somme qui le représente , on peut, sans faire un marché désavantageux, acquérir 
une chute d'eao ponr s’en servir à Une certaine fabrication.. On calculera d'abord 
le travail total que la chute produit en un jour, c’est-à-dire le produit de l’eau 
que fournit le courant, multiplié parla hauteur de la'chute; on en conclura 
ensuite le maximum de travail qu’en pourrait recueillir par jour, et transmettre 
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i une roue d'engrenage placée dans les bâtiments qui doivent être situés près 
de la ebute : ce travail peut être environ les sept dixièmes du travail total. On 
tiendra compte des frais d’établissement , d’entretien et de renouvellement des 
roues & augets, et de toutes les constructions nécessaires pour amener ainsi le 
travail dans le bâtiment. Après avoir réduit, par exemple, ces frais en une 
rente annuelle, on l’ajoutera à celle qu’on doit payer pour l’acquisition ou la 
jouissance de la chute , et l'on en conclura ce que coûte annuellement la source 
de travail fournissant tant d’unités par jour en une place déterminée du bâti- 
ment. Pour savoir si le marché est ou n’est pas défavorable , il faudra comparer 
cette dépenseavec celle qu’exigeraient l'établissement et l’entretien d’uncmachine 
à vapeur : on examinera donc ce qu'çn payerait annuellement, tant pour la rente 
équivalente au prix d’achat et de pose de cette machine , que pour son entretien , 
et pour la consommation de charbon qui serait nécessaire pour recueillir par 
jour le même travail d’une roue d’engrenage placée semblablement dans le bâ- 
timent. On verra ainsi â quel prix la chute d'eau devient moins chèreque l’emploi 
de la vapeur. 

On conçoit qu’il ne faut comparer ainsi les dépenses que pour des quantités 
de travail qui, non-seulement soient les mêmes, mais qui soient produites en 
des points où il est également facile de les employer au même usage. Lors 
donc qu’on achète du travail, il faut avoir soin de bien spécifier â quel en- 
droit il sera* livré, et quelle est la partie de la machine qui le produira. Le 
travail dynamique a cela de commun avec toutes les autres marchandises , 
que ce o’est pas la quantité seule que l’on paye, mais aussi la facilité d’en user. 

Il ne faudrait pas prendre à la lettre ce que disait Montgolfier : La force vive . 
{le iravaif) , c'est ce qui se paje. Nous répéterons ce que nous avons dit dans le 
premier chapitre, que le travail, quoique étant le principal élément de ce qu’on 
paye dans le mouvement , et le seul qui soit du domaine des mesures exactes, 
n’est cependant pas tout ce qui fait la valeur du mouvement. C’est ainsi que 
le volume, quoique le principal élément de valeur de diverses matières utiles, 
n’est cependant pas, à beaucoup près , le seul que l'on considère pour établir 
les valeurs de ces matières. 

Si , pour les machipes k vapeur, on se contentait de constater la pression dans 
la chaudière, et d’en conclure le travail produit sur le piston par le moyen de 
sa surface, de la hauteur de la course et du nombre des coups dans un temps 
donné, on n’aurait pas ainsi le travail qu’on doit payer; il faudrait en soustraire 
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les pertes par les frottements du piston et les divers éHftnleraents poOr la lran6-* 
mission jusqu’il l'arbre du vofanl.Ce fl’est que celui qui peut être transmis pur 
cet arbre qqéudoit faire entrer dans un marché. Ainsi , quand on achète une 
machine de la force de dix chevaux , on doit entendre que la quantité de 0,750 
dedynamode par seconde sera livrée par une roue d'engrenage, d’où l'on pourra • 
la retirer pour un us^ge quelconque. ' « 

w 

i4o. léserait fort ^important pour la. sûreté des personnes qui font marche 
avec les constructeurs des machines destinées seulement 4 recueillir’ et 4 livrer 
le travail, qu'on eut un moyen de mesurer celui qui est transmis, 'soit à une 
roue d'engrenage par un mouvement de rotation continu, soit à des tiges agis- 
sant par des mouvements de va-et-vient. Si çétait le même fournisseur quise^ 
chargeât de toutes les machines d’une fabrique , 611 n’aurait pas besoin dénoncer 
dans le marché combien on recueillera de travail dynamique en ua point 4<>nnc 
de la machine; il su (lirait que le constructeur s’engageât > produire un eOct dé- 
terminé, comme d'éléver tant d’eau,' de moudre tant de blé , et cela avec une 
certaine. dépense de charbon s'il s’agit de machine à vapeur , ou- avec une. chute 
et une dépensç d'âau fixée par les localités lorsqu'il s’agit d’une chute d'eau. Mais 
la plupart du temps, surtout pour les machines à vapeur, celui qui vend Je 
système propre â Recueillir le travail ne se charge pas d’établir le resté des 
machines nécessaires à la fabrication. Dès lors , il faut que] ce vendeur garantisse 
qu’une certaine quantité de tra vail sera transmise dans un jour par tel point de 
sa machine, pour une consommation de charbon déterminée. JI faudrait donc, 
pour vérifier l’accomplissement de ces marchés , qu’on eût un, moyen de me- 
surer le travail transmis oh un point donne d’une machine. 

Comme c’est presque toujours par un mouvement circulaire continu que le 
travail recueilli <lq moteur se transmet à la machine, construite spécialement 
pour l’effet qu’on a en vue , ce sèrait déjà beaucoup que de pouvoir le mesurer 
dans ce caâ. Une disposition propre à opérer cette mesure par des moyens mé- 
caniques serait en même temps d’une grande utilité pour toutes les expériences 
qui restent à faire, tant Sur le maximum de travail à retirer des différents mo- 
teuri, que sur l’évaluation des pertes, de travail par les frottements et les chocs 
qu’occasionnent les renvois de mouvement. * V' 

. Pour mesurer le travail que peut transmettre un arbre tournant* mû par un 
moteur quelconque, ,M. de Prony a fait usage d’ui^/mn formé de deux demi- 
colliers qui embrassent le cylindre et le serrent par des vis qui les relient entre. 


i.. 


40 


Ln poids attaché à 1 extrémité d’uu bras de levier quf ne ^drme qu’un 
itiêriîc corps solide avec le collier^ relient J cclui-ci ir peu près en équiljbtjp et le * 
fait Trotter contre 1 arbre en 1 empêchant de tourner. La meiucp du travail 
altsorhé par Je frottement s’obtient facilement au moyen de ce poids. En effet :• 

; Le frein étant supposé immobile, les forces auxquelles il est soumis .par le; 
flottements ne peuvent donner heu h aucun travail , puisque les points du frein 
sur lesquel# ces forces agissent ont des vitesses milles. Ainsi , le travail résistant 
du an frottement sur 1 arbre mobile est égal ;'i lui seul au travail résistant que ce 
frottement doit introduire dans l'équation des forces vives, en comprenant le 
frein et 1 arbre dans l.r machine. Ce travail a pour mesure if F do'. F étant une 
force- égale au frottement en un certain point du contour de l’arbre tournant; 
pétant lare de glissement, qui est. ici l’arc réellement décrit dans l’espace par 
ce point dit contour dji cylindre; et le signe i indiquant la somme de toutes les 
intégrales semblables ^our tous les points de la surface frottante. Or on peut 
remplacer toutes les forces F dues au frottement par'une force unique qui leur 
•soit équivalente ; en loppliquunt à un point convenable qui soit lté k l’arbre et 
tourne avec lui, qii aura le trayail üfEdi. On peut prendre pour la grandir 
de celte foroo un poids P , qui, appliqué au frein, le maintienne en équilibre 
autour de J arbre pendant que celui-ci tourne et produit le frotlemeüt-qu’on vent 
mesurer ; car ce poids faisant équilibre à toutes les forces dues aux frottements 
i^rntre le frein , sera équivalent èr l’ensemble de tous lcs frottements égaux et 
opposés qur agissent. contre l’arbre, -pourvu qu’on le suppose appliqué à tip point 
tournant avec cet-arbre. Il suffira, donc , pour avoir le travail résistant dû aux 
fi olfernents que le frein 'produit contre la machine , de calculer celui quf.scrait 
du à cette force équivalente aux frottements / e’cst-à-dirè de former le produit du * 
poids P par 1 arc que décrirait un point etUTaîné avec l’arbre , et placé îi la même 
distance de j’axo que ce poids. " . -j ’ 

Si le travail absorbé par le frottement cotftre ce frein e»l le même que 
relui qui est transmis au resté de la machine par le cylindre quand le frein 
n y est pas et que l’effet utile & produit ^ on a la mesure de ce dernier travail 
par le moyen de celui qu’alisprbe lç frein. Tout se réduit donc à faire, eu sorte 
que le frein absorbe précisément autant de travail qiul y en aurait de transmis 
si la ifrachinc produisait son cfTet. On y parvient à peu près en serrant lc'frein et 
augmentant le frottement jusqu’il ce que là vitesse de rotation de l’arbre soit la 
nieine que celle qu il r prendraii dans co’demier cas. H est clair qu’en général le. 
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travail Recueilli du moteur et le travail tçsnsmis par l'arbre, ne dépendant, qur 
de eftlc vitesse ,.it sera le même quand le ,frein*Tabsorbe que quand l’arbre le • 
transmet pdkr produire l'efle ^auquel la machine est destinée. ^ 

•* « Çe moyen de jnesure ne remplit f pas toutes les conditions qu’qu pourrait 
désirer. D'abord, -dl arrive que le frottement ne" pouvant s’entfeténir bien 
constant, surtout quand la vitesse varie un peu par la nature du travail moteur, 
^le poids se trouve, tantôt trop fort, tantôt trop faible, et il Çicille tellement 
q\i’il faut le tenir à uue bride: ou ne connaît pas alors lu force due_à cette bride 
qui agit de temps en- temps et dont l'action s'ajoute à celle du poids. Ce dernier 
ne donne doncplus b lui seul la force d'oi) Ion peut conclure' le frottement colore 
l’arbre. 

Il y a des -machines où aucune des vitesses de' rotation ne -peut être sensible- - 
incfit constante quand elles travaillent h l'effet auquel elles sont destinées; de 
sorte qu’on ne peutjias savoir quelle vitesse, constante il faut que le frein laisse 
au cylindre sur lequel il agit , pour q«£ le travail retiré du moteur soit-lc même 
• que quand ce lreiu n’y est plus et que la machine prend une Vitesse variable p<Ju 
produire son oflêt. Sous ce rapport , il serait & dcsjrer qu’on pût 'mesurer le * 
travail transmis sans l'absorber et sans interrompre la communication avec le 
reste-deda machine, et eu iÀême*temp^ sans que la forcÿ ou-la'vitisse qui ont 
, lieu en uu point' donné-dc la -machine dussent rester constantes, fl faudrait pour 
ainsi dire mesurer le travail ail passage" et non pas le. détourner pour le ttie- 
-snrer. Ge mode a'nrait l'avantage'de convenir très-bieh aux expériences sur les 
consommations de tràvail qu'exigent différents effets compliqués; mais il offre- 
une difficulté de pliis'. cVst qu’.il ne peut se. réaliser au ntoyqu d’un appendice 
de la machine. Le frein peut s'employer sur toute jnacliine salis qu’on y ait fait 
d’autre disposition préalable dans la première construction, que de sc ménager 
le moyeu d'interrompre la transmission du travail au delà de. l’arbre suflegncl 
on le place pour le forcer ainsi à venir â’absbrbei 4 par le frottement. Mois pour 
que le travail continuât. de se transmettre et d'opérer l'effet auquel la machine 
est destinée , il faudrait que celle-ci Tût disposée dans sa première oonstrûction 
de manière .que des ressorts Ou des poids pussent accuser la force variable et par 
-suite le travail qui est produit, sans le détourner de l'effet utile auquel il est 
destiné. " 1 '. 

J'ai essayé de satisfaire à ces conditions par un moyen dont on trouvera la des- 
cription dans nue note à la liu de cet ouvrage. Je ne le presentequé comme mi 
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idée qui aurait sans doute besoin d’étre étudiée encore en exécution , avant qu’on 
• pût savoir nu juste s’il est posSfble d’en tirer parti. . , 

Lorsqu’il s’agit seulement de faire des expériences sur le maximum de 'tra- 
vail à recueillir d’un moteur, il est assez commode d’absorber ce travail en le 
mesurant :'on n'a pas alors l’embarras d’une machine $>]us considérable qu'il ne 
faut. L’élévation des poids, qui serait un moyen très-exact de mesure, a l’in- 
convénient d’exiger un emplacement où l’on ait une hauteur suflisante , ce qu’on 
ne trouve pas dans la plupart des localités. Le frein offre l'avantage de n’occuper 
que peu de place et de pouvoir s'adapter partout; mais il serait à désirer qu’au 
lied de le retenir avec un poids qui a toujours un battement assez fort par les 
inégalités du frottement, on le maintint avec un ressort' attachera un point fixe, 
en cherchant un moyen de tenir oomptedes efforts variables qu'il exerce , et de 
les combiner avec les vitesses, de manière à mesurer toujours le travail dû au 
frottepient. Les personnes qui seraient & portée de faire des expériences pour- 
raient essayer le moyen que j’indique pour ce cas , dans' la note dont je viens 
de parler.. * . ’ ’ - 

1 4 1 ■ 'Après avoir exposé les généralités les plus utiles sur les parties des ma- 
chines qui ont pour objet de recueillir le travail , il resterait à traiter de celles 
qui sont destinées è le transmettre ; mais , comme nous l’avons dit précédera- " 
ment , la théorie géométrique des renvgis de mouvement ne rentre pas dans 
l’objet qui nous occupe; '«lie est plutôt du domaine de la Géométrie. On peut 
l'étudier dans le Traité des Machines de M. Hachette , ou dans celui de 
MM.' La ii tz et Bétancourt. Nous n’aurions à considérer ici que les moyens d'éviter 
les pertes de travail. La théorie indiquant les causes qui influent sur ces pertes , 
elle peut servir à disposer les choses de manière à les diminner. Ainsi , d’après 
ce que nous- avons vu sur lès frottements , on en conclut qu’il faut chercher à 1 
diminuer les arcs de glissement des surfaces frottantes, en même temps qu’on 
tâchera de diminuer les pressions entreles points qui frottent. Ce que nous avons 
dit sur les pertes par les mouvements internes des corps suffit aussi pour indi- 
quer qu’il faut éviter les changements dans les forces , et tout ce qui peut mo- 
diliw l’état tension ou de pression des corps. Nous avons yu comment, dans 
quelques cas, les considérations théoriques peuvent donner approximativement 
les limites des pertes de travail dans le Choc ; tpai* c’est à l’expérience Seule à 
faire connaître leur valeur avec un peu d’exactitude. Pour celles qui tiennent aux 
frottements, on pourra recoûrir ajix Résultats des expériences de Coulomb; • 
quand on connaîtra les pressions au contact: 
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Dans les expériences qui ont pour obj?t de déterminer les pertes de travail 
qu’occasionnent les renvois de mouvement , tels que les arbres tournants, les 
engrenages, les cordes, les chaînes, etc., il est inutile de s’attacher à observer 
directement les forces quelquefois variables qui peuvent remplacer, à chaque 
instant certains frottements, aux points mêmes où ils se produisent; il suffît de 
faire porter ^'expérience sur la perte de travail. On peut observer les machines 
pendant le mouvement avec la vitesse qu’on veut leur donner : dès que le travail 
absorbé reste assez constant pendant l'expérience pour qu’on puisse le mesurer, 
on a obtenu tout ce qui intéresse les applications. 11 suffira ensuite de varier les 
observations et d'en faire pour les diverses circonstances qui peuvent influer* 
sensiblement sur les pertes dé travail, et qui doivent accompagner le mouvement 
pour lequel on veut y appliquer les résultats quelles fournissent. 

Pour connaître, par exemple, ce qu'on perd de travail par un engrenage de 
deux roues à dents de bois ou de métal ,' on transmettra un travail moteur à 
l'arbre de l’tinc de ces roues par le moyen d'un poids attaché h une corde, en- 
suite ori examinera le travail résistant produit par l'élévation d'un poids attaché 
à une corde qui s'enroule sur l’arbre de la seconde roue. Oû variera le travail ré- 
sistant jusqu’à ce qu’on obtienne une vitesse presque uniforme, et 'alors la diffé- 
rence du travail moteur au travail résistant, diminué du travail nécessaire au 
ploiement et déploiement des cordes , et de la force vive qui pourrait être 
acquise , donnera la mesure de la perte par les frottements des engrenages et des 
tourillons des arbres dans leurs crapaudines. On fera ce» expériences en variant 
les poids et les vitesse». ^ 

Si l’on avait un instrument pour mesurer avec un peu d’exactitude le travail 
qui est transmis par un cylindre tournant qui le reçoit d’an moteur quelconque, 
on emploierait dans ces expériences la machine k vapeur ou un cheval à un 
manège, et l’on >e procurerait ainsi nn travail moteur qui serait mesuré en arri- 
vant sur la première roue d’engrenage. On n'aurait plus alors l’inconvénient des 
poids, qui ne peuvent se mouvoir longtemps, parce qu’on n’a qu’une hautenr 
limitée pour les laisser descendre. Pour produire un travail résistant qui n’ait 
pas non plus ce même inconvénient , on pourrait employer le frottement dans 
un frein. 'J . . - ' ’ 

é, s* » ,’.«•»*' ’ * * 

Des expériences du genre de celles que j'indique peuvent être faites, non-seu- 
lement sur les frottements , mais sur toutes les pertes de travail dans les renvois 
de mouvement ; par exemple , pour les ploiements et déploiements des cordes 
et des chaînes, pour les frottements dans les tourillons, et pour des chocs 
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<lsns Je jeu des assemblages quand il y a des mouvements âe va-et-vient. 

Il y a des cas où il serait possible d’isoler les résultats. les uns des autres quand 
on ne peut isoler les phénomènes. En doublant ou triplant une des pertes sans 
changer les autres sensiblement , on obtiendrait chaque perte en les tirant 
«fautant d’équations qu’il y a d'inconnues, chacune de ces équations étant 
fournie par une observation. Par exemple, s'il s’agit de mesurer à la fois les 
pertes par les engrenages entre des roues égales., et par les ploiements des cordes , 
on pourrait fairç une seconde observation après avoir intercalé entre les deux 
roues une troisième roue dentée semblable aux autres , et alors les pertes par les 
engrenages seraient doublées, sans que celles qui sotjt dues aux ploiements et 
déploiements des cordes aient changé sensiblement. 4 . 

1 4 3 - U nous reste à considérer ^ soûs le rapport do l'cconoimie dn travail, la 
troisième partie des machines, c'est-à-dire celle qui opère immédiatement 
l'ellet utile. Notre objet ne peut être ici que d'indiquer d’abord >JÉOm ment de 
choix «les moyens pour produire cet effet peut diminuer le travail qu’il exigé ; 
nous niuutierous ensuite comment il est possible de déterminer ce travail par 
expérience. . . , 

Les effets mécaniques des machines consistent , i * dans l'élévation des poids ; 
a" dans le brisement Ou l’altération de forme des corps ; 3* dans les frottements 
S surmonter pour opérer le déplacement lent des corps; 4' dans les transports 
rapides, c'est-à-dire dans la production de vitesse. . " 

Les trois premiers eflets absorbent complètement par eux-mêmeà une certaine 
quantité de travail ,qui nu peut plus reparaître, au moins pour le moment. Ainsi, 
les corps brisés ou. déformés, les frottements vaincus, les corps élevés tant qu'ils 
ne redescendent pas , ont consommé une quantité de travail qui ne peut se 
transmettre. Celte quantité suffirait théoriquement pour produire ces effets ; 
mais il en faut toujours consommer une quantité plus grande, à cause de» 
vitesses communiquées et des ébranlements fjui en résultent dans les Corps en- 
vironnants. Le plus souvent , ces surcroîts de travail sont tellement liés à l’effet 
à produire, qu’il n'est pas possible de les empêcher; on ne peut que les diminuer, 
far exemple, lorsqu’une pompe élèvo de l'eau dans un réservoir, il faut bien 
que cette eau arrive par uu canal qui ne soit pas trop large et qu'elle ait une cer- 
taine vitesse, quelque faible qu’elle soit. Le piston qui la refoule doit donc pro- 
duire en outre du travail qu’exige l’élévation de l'eau , la portion nécessaire pour 
donner à cette eau la vitesse qu’elle a en sortant de la pompe ; ce surplus de 
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travail communiqué va se perdre en mouvement de l'eau dans le bassin qui la re- 
çoit : ou peut bien diminuer cgdc perle , eu élargissant le tuyau d’écoulement , 
mais on ne peut pas la rendre nulle. Dans une scierie , le mouvement de la scie 
exigera un certain travail qui sera emplovéan partie à produire des ruptures dans 
les libres du bois, et en partie & répandre IHeS ébranlements dans la pièce, dans ses ( 
supports et dans le sol environnant. Or, suivant le plus ou le moins du facilité 
qu'auront ces corps & recevoir ces ébranlements sous la force qui doit se produire 
pour opérer ces ruptures, il y aura plus ou moins de travail qui sera consommé 
en sus de celui qui est rigoureusement nécessaire. La même remarque s'ap- 
pliquerait à l’opéra tiou du forage de.ftauons. Lorsqu'il s’agit de forger des barres 
de 1er , le travail qu’on doit dépenser pour élever le marteau sera supérieur à celui 
qu’exige réellement l'aplatissement du fer. Cela lient ire que l'cncl urne reposant 
sur un sol quj peut s’ébranler sensiblement sous une grande pression, ce travail 
se partage entre la compression dn fer et l'ébranlement du terrain : celle der- 
nière portion est consommée en pure perte. Mais si, au lieu de battre le 1er, 
ou le lamine entre des cylindres, la pression sur le sol restant constante et con» 
linuL* , on ne perd presque poiut de travail eu ébranlement du terrain. Voilà 
donc beaucoup d'exemples ou des cilèts semblablo§Jsoiii opérés en dépensant 
plus ou inoius de travail. 

En général , moins on observe de vitesse ou d'ébranlements après l’effet pro- 
duit , et moins il a fallu communiquer de travail au dernier outil pour produire 
le'Ynêine effet utile. Quoiqu’on doive chercher à diminuer ces ébranlements par 
des dispositions convenables, cependant il ne faut plus s’en occuper au delà du 
terme ou ces dispositions coûteraient plus en frais d’établissement qu’elles ne 
rapporteraient en économie de travail. Lorsqu'il faut briser ou rompre dès 
adhérences par le choc , il est impossible d'empêcher qu'une partie du travail ne 
se perde en ébranlements, et alors ceux-ci ue doivent pas être considérés comme 
tenant à une imperfection de la machine. 11 y a des cas- où, en cherdiant ainsi 
à économiser le travail , on pourrait ne pas obtenir les mêmes produits, sans 
que cela paraisse au premier abord. Ainsi, eu laminant du fer, on u'ohlicutjius 
une qualité aussi bonne qu’eu le battant. Cela peut tenir à'ce quc la pression sous 
le coup de marteau est toujours plus forte ou plus prompte à se développer que 
celle qui se produit entre des cylindres, et à ce quelle détermine ainsi une plus 
grande agrégation. C’est aux fabricants à examiner jusqu’à quel point on prtit 
faire ainsi des économies de travail aux dépens de la qualité des produits: 
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Dans l'estimation du travail qu'exige un certain genre d’eflet, on doit 
comprendre la portion qu'on ne peut éviter. Ije perdre en mouvements ou 
ébranlements dans les corps envirounants; il faut adopter pour cette estima- 
tion les circonstances ordinaires qui accompagnent les meilleures dispositions 
en usage. ■ ‘ 

Lorsqu’on a pour but de produire seulement sur des masses qui se renouvellent 
sans cesse, des déplacements rapides, c’est-à-dire des vitesses assez grandes, ce 
genre d’effet donne lieu à la transmission de toute la force vive dans les corps en- 
vironnants. Il est évident qu’alors le travail employé en ébranlement ou frotte- 
ment sur ces corps environnants, après qu'on a produit ce qu’on voulait , ne peut 
être évité; il tient essentiellement à l'effet utile et il en forme la mesure. Par 
exemple, lorsqu'il s'agit de iàire sortir de l'air d’un réservoir, comme dans les 
machines souillantes, la vitesse de l’air qui sort par la tuyère est le but qu'on se 
propose : elle produit de l'ébranlement dans l’atmosphère { mais il est clair que 
cet ébranlement ne peut être diminué et qu’il entre complètement dans l’effet 
à produire; il en forme la principale partie. Il êst presque superflu de dire 
qu’il faut distinguer en cela les ébranlements qui se lient ainsi aux effets utiles 
et se produisent par le travail qui se transmet après avoir opéré cm eflets, 
d’avec les ébranlements qui détournent le travail avant qu’il ne soit arrivé sur les 
corps à briser ou à déplacer. Ces derniers peuvent toujours se diminuer indé- 
finiment par des dispositions convenables, parce que, lorsqu'il s'agit seule- 
ment de transmettre le travail, il n'est jamais nécessaire de produire des 
chocs ou des changements brusques dans les forces. Dès lors , on ne doit pas 
comprendre , en général , cm pertes de travail dans la quantité qu’exige l'effet à 
obtenir. 

* v * • * 

■ 43. Il serait à désirer qu’on arrivât à avoir des tables des quantités de tra- 
vail qu’il faut transmettre à tel point d'un outil pour produire telle quantité d’un 
certain ouvrage. Par exemple, on saurait ce qu’il en faut transmettre à la meule 
d’un moulin à blé pour moudre un hectolitre avec tel système de mouture; on 
sauçait ce qu’il en faut produire sur le marteau d’uné forge pour battre et forger 
100 kilogrammes de barres de 1er 1 d’une certaine forme; on constaterait ce qu’il 
faut de travail sur l'arbre qui met en mouvement les brochM d’une filature pour 
fabriquer une certaine quantité de fil de coton d’une espèce déterminée. Le 
temps n’est pas éloigné , sans doute, où le travail s’employant davantage, s'éco- 
nomisera mieux, et où l’intérêt qu’on aura à connaître tous ces résultats fera 
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chercher par expérience ceux qui ne peuvent s'obtenir diieclement par la 
théorie. 

Si l’on trouvait' moyen d’adapter facilement à une machine un mécanisme 
propre à donner la mesure du travail qui se produit immédiatement sur le 
dernier outil destiné à opérer l'effet utile , il n’y aurait aucune difficulté à obtenir 
iesquanlilésdetravailconsomméespourdivers effets; mais comme cela ne paraît 
guère praticable , et qu’au moins quant à présent on n’a pas un tel mécanisme à 
sa disposition , il faut chercher uue autre voie pour obtenir ces quantités. On 
va voir comment cela est possible à l’aide de quelques observations assez pra- 
ticables, quand on n'a pas besoin d'une grande rigueur. 

Désignons , comme nous l'avons déjà fait , par ifPds , le travail produit par 
le moteur sur la première partie de la machine sur laquelle il agit ; par IfFdf, 
le travail résistant qui est dû aux frottements et à toutes les pertes qui résultent 
de la transmission jusqu’à l’outil qui opère l'effet utile; par ifP'ds', celui que 
développent les outils en produisant cet effet; et par v et y» les vitesses au com- 
mencement et à la fin de l'observation : le principe de la transmission du travail 
donne . . - 


TfVd, = i/P'Jx’ + rÇŸdf + ï P 

* ■ à •' • \ V< • 

« .,« / \ ‘ «r ' , - 

La variation de la somme des forces vives est toujours négligeable devant les 
autres quantités, quand on prend le travail pour un temps un peu considérable 
par rapport à celui qu’il faut pour que lâ machine prenne son maximum de 
vitesse. Au reste , si les expériences duraient trop peu de temps, on pourrait tou- 

v. jours calculer directement la valeur de cette variation Ip ^ ** ^ , en sorte que 


toutes lès recherches se rapporteront seulement aux trois autres termes. Les 
expériences doivent avoir pour but de s’arranger de manière à en connaître deux 
préalablement pour eu conclure le troisième , en ayant soin de produire autant 
que possible les circonstances qui influent sur sa valeur dans les cas pour lesquels 
on veut faire des applications. 

Quelquefois ce travail moteur XfPds pourra être donné très-approximalive- 
„ ment par les formules théoriques rectifiées d'apres quelques expériences, aiusi 
que nous l'avons vu pour les courants d’eau ou les courants d'air. 

St l' on a besoin de faire de nouvelles expériences pour connaître, ce travail 
moteur, on commencera, aiusi que nous l'ayons dit , par disposer les choses de 
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manière que le travail résistant et le travail perdu 2fF df, soient connus. 

Pour cela on substituera il des cfTets compliqués d'autres effets plus simples qui 
donnent par eux-mômes la mesure du travail qu'ils exigent, sans qu'ils changent 
rien aux vitesses de la première partie de la machine qui est destinée à recueillir 
le travail du moteur; aiusi ou supprimera tous les renvois de mouvement et l’on 
appliquera immédiatement un f'ri'iu ou un poids sur le premier arbre de la roue 
hydraulique, s'il s'agit de courant d’eau, ou sur^celui du volant, s'il s’agit de 
machineàvapeur, et l'on aura par expérience la mesure du travail moteur ifl'ds 
pour differentes vitesses de la roue hydraulique Ou du volant de la machine & 
vapeur. 

Si c'est le travail perdu par des renvois de mouvement qu'on veut déter- 
miner , on s’arrangera , ainsi que nous l'avons dit aussi , pour que le travail pro- 
duit par le moteur et le travail résistant du à l’effet utile soient connus. Pour 
cela ou emploiera un moteur dont on a déjà mesura Je travail; on substituera 
ensuite à l'effet utile, si cela est nécessaire, un effet plus simple qui doune un 
moyen facile d'évaluer le travail qu’il exige , et tout cela en donnant à la se- 
conde partie de la machine, c’est-à-dire aux renvois de mouvements, des vitesses 
et des pressions qui diffèrent peu de celles qui devront avoir lieu dans le cas où 
l’effet utile sera produit. ' 

Une fois qu'on aura fait, avec des dispositions spéciales, ces deux sortes d’ex- 
périences sur le travail recueilli des moteurs et sur celui qui est perdu en renvois 
de mouvement, on u’aur'a plus qu’à observer la machine môme qui produit 
l'effet utile. Pour obtenir la valeur du travail que' cet effet exige, il suffira de 
soustraire du travail produit par le moteur sur la partie destinée à le recevoir.' 
celui qui est perdu dans" la transmission jusqu’aux outils qui produisent cet 
effet utile; la différence donnera celui qui est immédiatement employé pour 
cet effet. ‘ ‘ . 

Sans doute qu'il se présente souvent des difficultés pour faire de telles obser- 
valionsavecunpeu inexactitude, néanmoins ces considérations conduiront presque 
toujours à des résultats assez approchés pour la pratique. 

A défaut d'observations où le travail employé pourproduire certains effets ait 
été mesuré sur lapartie de la machine qui l'opère immédiatement, il sera tou- 
jours utile d’en avoir où il ait été-mesuré sur d'autres parties plus éloignées. Ces 
observations apprendront qu’en. disposant une machine semblable, depuis l’effet 
à produire jusqu’à ces parties plus rapprochées du moteur, celles-ci devront 
recevoir tantde travail pour produire tel effet. Il est déjà fort utile , par exemple, 
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«le savoir quelle quantité de travail on doit appliquer à la roue hydraulique qui 
. conduit un moulin d’un certain mécanisme, pour moudre 100 kilogrammes de 
blé : ce résultat apprendra ce qu’on pourra moudre de blé avec une chute d'eau 
d un produit connu, Jorsque son travail sera recueilli par une certaine voue hy- 
draulique qui fera mouvoir un moulin d’un mécanisme semblable à celui qui a 
été observé. * 

Lorsque les eflets entraînent avec eux tout uu mécanisme nécessaire qui ne 
peut jamais en être séparé et qui n’est plus susceptible de changement , il est clair 
qu’il est même préférable alors de connaître le travail qui doit être produit par 
le moteur appliqué à la première partie de ce mécanisme. Ainsi , «lans 
les filatures, ce n’est pas le travail reçu par le fil qu’on veut tordre qu’il im- 
porte de connaître, niais celui qui est produit sur un premier arbre qui 
met en mouvement tout le mécanisme dépendu n ^nécessairement de celte fa- 
brication . 

Voici un tableau contenant quelques résultats sur les consommations «le tra- 
vail nécessaires pour produire différents effets utiles. Je ne le donne pas comme 
contenant des résultats bien précis ; mais néanmoins , tel qu’il est , il ne sera pos 
sans utilité. Je l'ai dressé tant d’après ce qu’on trouve rapporté dans différents 
ouvrages,* que d'après des renseignements qu’ont bien voulu me fournir 
M. Clément, professeur au Conservatoire des Arts et Métiers, M. Benoist, 
ingénieur, et M. Mallet, ingénieur en chef des eaux de Paris. 
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TABLEAU de* quantités de travail dynamique nécessaires pour produire divers effets utiles; 
oea quantités étant mesurées comme il est indiqué dans la 3* colonne. 




Sur 

quelle parue 
de ta machine 
on évalue 
le travail moteur 

OU 

le travail réaistant. 

TRAVAIL 

INDICATIONS 


NATURE ET QUANTITÉS 

DSS 

. 

EFFETS A PRODUIRE. 

* j \ 

dynamique 

* «prime 
en 

djniunndr», 
ou tooo kil. 
elevé» 
ou 

descend a» 
de i",oo. 

DK» Oft&IftVAfKCt» 

ou 

©EK ALTtr»5 

qui ont 

cité lot roiuluu • 

, Bumartjette pmrUceiltérit 

„ ' • 

Mouture du blé. 

■ 


; ’ , 

■ 

lîn hectolitre de blé , ou 75 kilo- 
grammes de blé à moudre assex gros- 
sièrement dans un moulin à vent *■ 

’ . • ' * V 

>' • • * 

Travail résis- 
tant sur l’arbre 
qui porte les ailes. 

301“ 

On a*obtenu le trayail 
par la théorie , en recti- 
fiant le résultat d’après 
les expériences de Cou- 
lomb pour des éléments 
peu differents de ceux 
qui ont fourni ce tra- 
vail. 


J 

• . 



% • 

Un hectolitre de blc . ou 75 kilo- 
grammes é moudre à la grosse dans 
des moulins ordinaires 

Travail réais- 
tant sur l’arbre 
qui porte la 
meule. 

419“ 

Moyenne adoptée par 
M. Navicr, entre plu- 
sieurs anciennes obser- 
- valions. , 

* ' V 

. - • ■» ‘ > 

li. ' 

: • 

Travail résis- 
tant sur l’arbre de 
la roue hydrau- 
lique. 

( 

6!1« 

Observations de 
M. Hachette aux mou- 
lins de Corbeil. 

P ! 


1 Un hectolitre de blé. ou 75 kilo- 
grammes à moudre et remoudre sur 
gruaux. 

Travail résis- 
tant sur l’arbre 
qui porte la 

meule . 

628 J 

Estimé approximati- 
vement pirM. Navier, 
comme exigeant une 
moitié en sus du travail, 
pour moudre à la grosse. 

* ■ 

Idem, le moteur étant une (hôte 
d’eau. 

‘ 

# 

Travail résis- 
tant sur l’arbre 
de U roue hy- 
draulique. 

316“ 

Estimé approximati- 
vement par M. Ha- 
chette . comme exigeant 
aussi une moitié en sus 
do travail pour moudre 
à la grosse. 

• 

Un hectolitre de blé , ou 75 kilo- 
grammes à moudre , suivant le sys- 
tème anglais, dans des moulins mus 
par une machine é vapeur. 

Travail résis- 
tant sur l’arbre 
du volant. 

803“ 

Observation citée par 
M Farey ; le résultat est 
déduit du produit connu 
de la machine en tra- 
vail dynamique. 
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NATURE ET QUANTITÉS 

DM 

EFFETS A PRODUIRE. 

Sur 

quelle partie 
de la machine 
on évalue 
lu travail moteur 
ou 

le travail résistant. 

travail 

dynamique 

exprime 

••H 

djnautodc* , 
ou iooo kil 
élevé» 
ou 

descendus 
do i“,oo. 

indications 

Ots U IM II V AT IU RI 

ou 

DU AUTEL' Il b 

qui ont 

eité le» rétuUalc. 

Hemar<r%tt pcrltemhtrtt 

Un hectolitre de blé , ou 75 kilo- 
grammes à moudre , suivant le sys- 
tème anglais . dans des moulins mus 
par une machine à vapeur. 

Travail résis- 
tant sur l'arbre 
du volant 

813* 

Suivant MM. Caialis i 
et Cordier , construc- 
teurs de machines k 
Saint-Quentin : résultat 
déduit comine le précè- 
dent 

Un hectolitre de blé , ou 75 kilo- 
grammes k moudre et remoudre sur 
gruaux , dans un moulin mù par une 
chute d'eau , k l’aide d'une roue à 
augets. 

Travail moteur 
du k la descente 

de l'eau du niveau 
du bief supérieur 
au niveau du bief 
inférieur. 

1022* 

Moyenne de deux ob- 
servations de M. Mallet, 
l'une à Pontoise . l outre 

k Vast. 

Battage et vannage du bit. 


. 

» - *• ' a 

Un hectolitre de blé, ou 75 kilo- 
grammes . k retirer des germes , tout 
vanné . à l'aide d'une machine 

Travail résis- 
tant sur l'arbre de 
la première roue 
motrice. 

kO* 

Résultat des observa- 
tions de M. Fenwick . 
cité par M. Navier 

) ' 

• •* V 

Fabrication d’huile. 



Un kilogramme d’huile à retirer 
de l'écrasement par le choc et de la 
pression des graines écrasées, à l'aide 
de pilons mus par un moulin k vent 

Travail résis- 
tant sur l'arbre 
qui porte les ailes. 

116* 

Observations de Cou- 
lomb : ce travail com- 
prend les pertes dues 
au choc de» pilons contre 
les cames. 

i 

Pour produire le même effet à l’aide 
i d'un écrasement sans choc, cl de la 
pression des graines écrasées, le mo- 
teur étant une machine à vapeur. 

Travail résis- 
tant sur l'arbre du 
volant. 

3k* 

Résultat approximatif 
conclu de la consomma- 
tion de charbon pour 1 
les machines de M Liai). | 

/</., suivanl une autre observation. 

Id 

25* 

Observation donnée 
par M Clément. 

Sciage des matériaux. 


* 


Mètre carré de sapin , à scier par 
une machine 3t vapeur. 

Travail moteur 
sur l’arbre du vo- 
lant 

60* 

Rèsbltat donne par : 
M. Clément. 

Mètre carré de chêne vert . a scier 
k bras d'homme. 

Travail résis- 
tant sur la scie. 

13* 

Résultat donne par 
M. Navier 
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NATURE ET QUANTITÉS 

Sur 

qurllc partie 

TRAVAIL 

«IjneWHjDO 

INDICATIONS 

du ouuvirmi 
ou 

- 

DBS . * 

EFFETS \ PliODriRE. - # 

oo «valu* 
le travail moteur 
ou 

le travail réaistaot. 

dynamodM. 
oo 10*0 kil. 
élevé* 

*0 

descendu* 
de i». 

DBS AVTBOft* 

qui ont 

cite les résultat*. * 

Rrwarfti*» porhcvUm» 

4 *■ 

Mètre carré de chêne vert à scier, 
en employant une chute d'eau, à l'aide 
d une roue à palettes non emboîtées. 

Travail moteur 
dû à la chute 
d eau. 

12»! 

Résultat donné par 
M Navier. 


Mètre carré de chêne sec * à sc»r 
à l aide dune machine, le trait de 
scie ayant de 0,003 à 0,004 d’épais- 
seur. 

Travail résis- 
tant sur la scie 

53" 

SnivantM. Coste; ré- 
sultat déduit d'observa- 
tions faites à Mets. 


Mètre carré d’orme à scier, le trait 
de scie ayant 0,003 à 0,004 d’épais- 
seur. 

U. 

7H 

w 

• . « 


Mètre carré de pierre de roche de» 
environs de Paris , ou mètre carré de 
marbre, à scier par des hommes. 

Travail résis- 
tant sur la scie. 

295" 

Résultat donné par 
M. Nayier. 


Mètre carré de granit h scier par 
des hommes. 

U. 

2069- 1 

Ji. 

» 

Fabrication du tan. 





100 kilogrammes de tan à produire 
en broyant l'écorce à l'aide d'une 
machine. 

Travail résis- 
tant snr l'arbre 
de la 1" roue mo- 
trice. 

*66, 

Résultat donné par 
M. Clément. 


Fabrication du papier. 


'■ 


"• ' 

100 kilogrammes de vieux cordages 
à réduire en pile par la trituration , à 
l'aide de pilons mus par une machine 
à vapeur. 

Filature» de coton. 

Travail rèsis- 
lantsur l'arbre du 
volant. 

5700-* 

Suivant Tredgold. Ce 
résultat est déduit du 
produit connu de la 
machine k vapeur em- 
ployée. 

• 

Pour filer un kilogramme de fil du 
n” *0, c'est -à-dire deux livres métri- 
ques de chacune tUUOO mètres , et 
pour exécuter toutes le» préparations 
nécessaires , en 'filant avec les mull- 
jennys prenant les vitesses les plus 
ordinaires. 

Travail résis- 
tant sur l'arbre du 
volant de la ma- 
chine à vapeur. 

20** 

• 

Observation de M . Clé- 
ment et de M. Benoist. 
La quantité de travail 
dynamique est ssses va- 
riable suivant les cir- 
constances. Celle qui est 
portée ici suppose qu’il 
faut un cheval de ma- 
chine pour faire mar- 
cher 600 broches mull- 
jennys, avec les ma- 
chines préparatoires. 

* 
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jè 


NATURE ET QUANTITÉS 

DM 

EFFETS A PIIODU1IIE. 

Sur 

quelle partie 
de la machine 
oo «‘■value 
le travail moteur 
ou 

ta travail rtiliUnt 

TRAVAIL 

dynamique 

exprime 

en 

dynamo, je» , 
ou tocakil. 
eleves 

OU 

descendu» 
de i"s 

INDICATIONS 
o«» orsiavATtni* 

ou 

ora AtTRca» 
qui ont 

cil* les résultats 

poritçthérr». 

D aprisnne autre observation. faite 
en IIS22, il faudrait pour filer un kir 
logramrne du n“ 30, y compris toutes 
les préparations. 

Travail résis- 
tant sur l'arbre du 
volant de la ma- 
chine à vapeur 

290i 

Observation faite à 
Rouen , par U. Mallet. 

% » .» • 

Pour filer un kilogramme du n* 40 
arec les broches continues, f compris 
toutes les préparations. 

li. 

[ _ . - 


Estimation (1e «Clé- 
ment ; elle suppose 
qu'un cheval de ma- 
chine fasse marcher 300 
broches continues , cl 
les préparatoires. 


' * 

» > ' 


Idem, d'après une autre observa- 
tion, faite en 1822 

li. 

M0“ 

Observation de 
M Mallet. 

Pour préparer un kilogramme de 
cotou au batteur-éplucheur 

li. 

6“,37 

li. 

Pour préparer un kilogramme au 
batteur-étalcur. 

li. 

9* ,60 

li. 

Pour passer un kilogramme aux 
cardes , laminoir et boudinneric , et 
pour carder deux fois. 

Id 

(f) 

96“ ,00 

H. Cette consomma- 
tion de travail . relative 
au cardage , peut être 
beaucoup moindre . on 
a porté ici le maximum 

Pour préparer un kilogramme aux 
métiers d'appréts ou aux broches 
bellys. 

li 

I9M5 

Observation de 
M. Mallet 

Pour filer seulement un kilogram- 
me de fil rr 30 , arec les mull-jennys 
faisant 3000 tours par minute ; sans 
les préparations. Ce kilogramme pour 
ce numéro est le produit de 30 a 33 
broches travaillant pendant tiheures. 

fd 

' *» 

159“ 

U 

* ■ ■’- - 

Pour filer le n" 2k aux broches con- 
tinues seulement sans les prépara- 
tions, les broches faisant 2100 tours 
par minute : ce kilogramme pour ce 
numéro . est le produit de 15 broches 
travaillant l* heures. 


319“ 

id . 

■ '•' * : 

Ao ta. Tout c«t résultats, sur les Matures . 
*oni déduite d'observation* faite» il » a qu cl 
que* •nuée». On a introduit depui» dan» Ica 
machin?» de» mo«li B cation* qui doivent Taire 
varier le» consommation» de travail djnatui 

- '« 
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NATURE ET QUANTITÉS 

DBS 

EFFETS A PRODUIRE. 

Sor 

quelle partie 
«te la machine 
on évalue 
le travail moteur 
ou 

le treveil résistant 

r 

TRAVAIL 

dynamique 

exprimé 

en 

dynaraodea . 
ou iooo bit. 
élevés 
ou 

descendus 

dei». 

INDICATIONS 

DU OIHlUTirkl 
ou 

dxs mnti 
qui ont 

cité les résultats. 
JUmorqiM* perticwhért» 

que. Ou u’a pu présenter ici une de» rcsul- 
UU approximatif*. destiné* plutôt a donner 
une tuec des mnwmraiiion» de travail, qu’é 
, tenir de base * des calcul* aussi exact» qu'il 
serait possible. 

l • * • • . ' , ; 



Filature de la laine / 

Pour ouvrir et pour carder seule- 
ment la laine nécessaire A la fabrica- 
1 lion d'un kilogramme de fil d'un nu- 
| néro moyen entre 6 et 50 (le numéro 
indique ici le nombre d'échcveaux de 
780 mètres dana un kilogramme), le 
moteur étant une machine à vapeur. 

| 

Travail résis- 
tant sur l'arbre 
du volant do la 
machine à vapeur. 

>■ 

350* 

* j 

Résultat donné par 
M. Benoist 

. • . v ] 

Pour nier un kilogramme de fil 
trame , d'un numéro moyen entre 21 
et 30 , ce kilogramme étant le pro- 
duit de 13 broches muli-jennys. 

Travail résis- 
tant sur la pre- 
mière roue mo- 
trice des muli- 
jennys. 

. 0 

!7 4 

V . 

j -, 1 s ' 

Ce résultat, donné 
par M Benoist , est dé- 
duit de la supposition 
qu'un homme à une 
manivelle produit dans 
sa journée 160 dyna- 
modes , et fait marcher 
120 broches. 

Pour filer un kilogramme de fil 
chaîne, d'un numéro moyen entre 33 
et 30. Ce kilogramme étant le produit 
de 17 broches muil-jennys. 

Travail résis- 
tant sur la 
première roue 
motrice des muli- 
jennys. 

23* 

Déduit de la même 
manière de la supposi- 
tion qu'un homme fait 
marcher également 130 
broches. 

7Vr des projectiles. 



r SV. a X 

Pour lancer une balle pesant 
O 11 ' .0247 , avec la vitesse ordinaire de 
390 mètres par seconde. 

Travail moteur 
sur le projectile. 

0*,192 

La consommation de 
poudre est de Oku, 0123. 

Pour lancer un boulet pesant 0 ki- 
logramme* avec la vitesse ordinaire 
• de 417 mètres par seconde. 

/d. 

53* 

La consommation do 
pondre est de -2 kilo- 
grammes. 

Pour lancer un boulet pesant 13 ki- 
logrammes arec la vitesse maximum 
de 519 mètres par seconde. 

U. 

tu* 

* y * i 

La consommation* do], 
poudre est de 6 kilo- 
grammes. 
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NATURE ET QUANTITÉS 

DBS 

EFFETS A PRODUIRE. 

Sur 

quelle partie 
de le machine 
on évalue 
le travail moteur 
ou 

le travail r taillant. 

travail 

dynamique 

exprimé 

eu 

dynamodes, 
ou tooukil. 
élevé* 
ou 

deuccnriw 
de t». 

INDICATIONS 
nu observa? tni* 
ou 

nu Atrrttm* 
qui ont 

cilo le» réaollau. 
Hrmarejmt* farlicviim* 

Laminage du fer en barre*. 




Pour fabriquer (00 kilogrammes «le 
barres «le 0,03 à 0.01 de grosseur en 
carré, en laminant la fonte rouge sor- 
tant du fourneau d'affincric. 

Travail résis- 
tant sur l'arbre de 
la roue motrice 
des laminoirs. 

981» 

Résultat donné par 
M. Clément, 

Jeu de * machine* soufflantes à piéton, 
pour le * hautt-fourneaux. 




Pour produire 3000 kilogrammes 
de fonte par jour, dans un haut- 
fourneau, en chassant l'air par un 
orifice circulaire de 0,05 de diamètre, 
arec une conduite de 120 mètres de 
long et de 0,15 de diamètre , la dé- 
pense d'air étant au minimum d'en- 
viron 15 mètres par minute. O 

Travail résis- 
tant sur le piston, 
non compris les 
frottements 

0*,4I6 par 
seconde. 

Résultat déduit des 
observations de M. D'Au- , 
buisson. Suivant ccl in- 
génieur, le travail d une 
chute d'eau motrice doit i 
être environ quatre fois 
celui qui est porté ici. 

l’onr chasser l'air suffisant pour 
produire 8000 kilogrammes de fonte 
par jour , dans un haut-fourneau au 
Coke. 

Travail résis- 
tant sur l’arbre du 
volant d'une ma- 
chine à vapeur. 

*.60 par 
seconde. 

Résultat donné par 
M. Clément, 

Noirn. Le travail consommé varie comme 
le cube du volume d’air à chasser par se- 
conde, y compris les perles, cl à peu prés 
en raison inverse de la «• puissance du dia- 
mètre do l'orifice de sortie. 

- 

• 


J eu de* machine» lou/pante* à piéton, 
pour les (eux d' affinrries , de mar- 
lineleur, e tireur et corroyeur. 


* 


Pour entretenir un feu d'affinerie , 
en chassant 4 mètres d'air par minute 
avec une vitesse de 80 mètres par 
seconde, les frottements dans les 
tuyaux pouvant être négligés. 

Travail résis- 
tant sur le piston , 
non compris les 
frottements de 
toulé espèce et les 
pertes d’air. 

(>*,028 par 
sccurfdc. 

Résultat, théorique tlé- 1 
(luit des dépenses d air 
données JM r M. D Au- 
buisson. Suivant! et ingé- 
nieur, le travail du à une 
chute d'eau motrice de- 
vrait être environ quaire 
fois celui qui esl porté ici . 

Pour entretenir un feu de marti- 
neteur , étireur et corroyeur . en 
chassant moyennement 2,66 mètres 
cubes par minute,- avec une vitesse 
de 62 mètres, les frottements dans 
les tuyaux pouvant être négligés. 

Ii. 

O" ,01 h par 
seconde. 

u. 

• 




42 
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11 nous a paru utile de joindre ici un semblable résumé de ce que l'on connaît 
sur les quantités de travail que fournissent différents moteurs. Quoique nous 
ayons déjà indiqué quelques-unes de ces quantités , en parlant des moyens de 
recueillir le travail , cependant il sera plus commode de les trouver toutes réunies 
et d’avoir un plus grand nombre de résultats. 




Digitized by Google 



331 — 


TABLEAUX de» quantité» de travail dynamique que fournissent le» différents Moteurs, ou 
de» Elément* qui serviront à trouver ces quantité». 

♦ 

i* Pour les Hommes et les Chevaux. 


INDICATIONS 

POINT 

TRAVAIL DYNAMIOÜE 
exprimé en J j Démodes. 

OU 

INDICATIONS 

et* OUItVATlUk* 

Dü MODE EMPLOYE 

OÙ * 

1000 kllogum- élevé* à i.oo 

ou 

du terme** 

roc» 

LE TRAVAIL 

Par seconde 

Par journée 

cité le* réaulUU. 

PRODUIRE LE TRAVAIL. 

EST IIUU. 

pendjot 
le travail. 

le plu» 
ordinal nanti 
de • tieure* 

Rrmarçi,fi pari>ç*htm. 

' V 

Pour lu hommes. 


t i 



Un homme en agissant avec 
ses jambes, pour èïerer seule- 
ment le poids de son corps en 
montant une rampe ou un esca- 
lier 

Sur le poids da 
corps. 

0>,0097 

280“ 

Suivant M Navier. 

* ' ■» VJ .1 

fi. 

a 

0,0071 

205 

Suivant Coulomb. 

En agissant sur une roue à 
cheville», comme dans une roue 
de carrière , en se tenant à la 
hauteur du centre. 

Sur la roue- 

0,0090 

259 

Suivant M. Navier 

1 

U. Eu se tenant vers le bas 

de la roue. 

fi. 

0,0084 

251 

fi 

En montant une pente d'envi- 
ron 0,14 par mètre , et en éle- 
vant seulement le poid» de son 
corps. 

Sur le poids du 
corps. 

0,0064 

184 

Suivant 
M. HacheUe. 

• 

En poussant ou tirant hori- 
rontalement, comme en raanceu- 
vrant un cabestan. 

Sur le point où 
le» bras agis- 
sent. 

0.00751 

2t»f 

Suivant M Navier.' 

En tirant dans le halage. 

Sur la corde. 

0.0038 

110 

Suivant 
M HacheUe. 

En agissant sur une manivelle, 
comme dans la sonnette à déclic. 

Sur la mani- 
velle. 

0,0060 

172 

Suivant M. .Navier. 

fi. _* 

U. 

0,0034 

155 

Suivant 
M. G ue niveau 

En élevant une charge sur son 

dos 

Sur la charge. 

• 

%OOI9 

56 

Suivant Coulomb. 
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INDICATIONS 
DU MODE EMPLOYE 

POINT 

* 

où 

TRAVAIL DYNAMIQUE 
exprime en dj nain odet , 

ou 

coo kilofrxm. élevé» i t,oo , 

INDICATIONS 

DES 0*SKBTAT».Ua» 
OU 

»E» ACTEURS 

j FOC* 

| PRODUIRE LE TRAVAIL. 

LE TRAVAIL 
EflT ut»t 

Par «©coudé 
pendant 
le travail. 

Par Journée 
de travail, 
le plu* 
OTtiionlrfUicel 

de B heure». 

cité le» ré»ultala. 

Htmarc/uri purfic*liff*j. 

En tirant une corde pour éle- 
ver le mouton d'une sonnette à 
tinude. 

Sur le poids 
élevé. 

0,0025 

72 

Suivant Coulomb. 1 

là 

h. 

0,0017 

48 

Suivant 
M. Lamandè. 

En élevant de» poids par une 
i brouette , en comprenant le 
temps perd a pour re venir à 
vide. 

JfoU. L« temp* du travail e*t ordi- 
nairement de huit heure»; c'eat d'apré# 
celle (uppotltion qu’on a calcule 1# 
travail par seconda de teaip*. 

là. 

0,0012 

35 

Suivant 
U. Hachette 

Pour lea chevaux 





Un cheval ordinaire , attelé à 
un manège et travaillant pen- 
dant huit heures , en allant au 

Sur le trait. 

0,0405 

1166 

SuivantM.Navier, 

pas. 





Id. 

là. 

0,0389 

1123 

Suivant 
U. Hachette. 

Un cheval en allant au trot , 
et travaillant seulement de 4 à 5 
heures. 

Sur le trait. 

0.0600 

972 

SuivantM.Navier 

Un cheval attelé à anTnanégc, 
pour élever de l’eau à l’aide de 
pompes , travaillant de 5 è 6 
heures. 

Surl'ean élevée. 

0,0312 

618 

Moyenne de trois 
observations de 
M. Hachette. 

Un cheval attelé h un manège, 
pour élever du minerai avec une 
machine è molettes , aux mines 
de Freiberg, en Saxe. 

Sur le minerai 
élevé. 

0,0365 

de 990 à 
1118 

Cité par M. D'Au- 
buisson. 

Un cheval attelé è un manège, 
pour élever des pieiTes i l'aide 
d'on trenil. 

Sur le poids 
élevé. 

• 

• 

0,0292 

842 

Observation de 
M. Hachette è U 
Antony, prés de ] 

** j 
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INDICATIONS 

POINT 

TRAVAIL DYNAMIQUE 
exprime en dynamodes. 

INDICATIONS 



oa 


OU MODE EMPLOYE 

OÙ 

1000 kilofrao 

eleves * 1 ,00 , 

nu muu 

roi k 

LE TRAVAIL 

Par seconde 

P»r Journée 
de travail. 

cite les résultats 

PRODUIRE LE TRAVAIL. 

UT aiWKt 

* . f ' 

pendant 
le travail 

le plus 
ordinairtiBtoi 
de S heures. 

lirm-irjvn parUnthértt 

Un fort cheval, comme ceui 
dual oa te sert en Angleterre , 
travaillant 8 heures en allant au 

Sur le trait. 

0,0769 

2188 

Suivant Watt. Le 
travail estcaleulé 
pour 8 heures ; il 




pas. 

est de 273 par 

heure , et de 
6564 par 24 



heures 

Le cheval fictif, du cheval de 

Sur le point où 

0,075» 

9160 

Le travail est cal- 

machine, adopté parla plupart 

agit la force. 


culé pour 8 heu- 

des mécaniciens français, comme 



res; il est de 

unité pour une source continue 


\ 


270 par heure . 

de travail. 




et de 6180 pour 




< 

24 heures. 

* : . . * ç* 




— • 
i 
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vrttrs.u. | ' 
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a° Pour la Chaleur employée dans les Machines à vapeur. 


INDICATIONS 

• 

DES SYSTÈMES 
DE MACHINES 

PRESSIONS 

ta 

atmosphères- 

POINT 

ou 

LE TRAVAIL 

KIT lUOkl 

TRAVAIL 

DTMAMIttCt 

produit par 
la combustion 

d'un 

kilogramme 
de charbon , 
exprima 
endjntmode» 
ou 1000 kilog. 
élevé* a i-.oo. 

INDICATIONS 

DM oaSKkYATECRS 
OU 

nu atrrtcna 
qui ont 

cité le» réaol ta ta. 
Remary urt parltcaheret. 

Machines des mine» de Va- 
lenciennes, avec détente, em- 
ployées à élever du minerai , 
avec un charbon de terre de 
mauvaise qualité. 

de 3 à » 

Sur le minerai 
élevé. 

de 21 A22' 1 

Observations de 
M. Combes, ingé- 
nieur des Mines . 
failes avant l'an- 
née 182». 

Idem . avec du charbon de 
meilleure qualité. 

de 3 à» 

U. 

de 31 4 32 

U. 

Machine à détente établie A 
Paris, an Gros-Caillou, brûlant 
du charbon de terre d'Auvergne 
et de Blaoty. 

de 34» 

Sur l’eau éle- 
vée seulement . 
laquelle a été 
mesurée très- 
exactement. 

de 46 à 50 

Observations de 
M. de Prony. en 

1821. 

Machine de M. Frimot, à 
haute pression , sans condenseur 
et presque sans expansion , em- 
ployée à élever de l'eau à Brest. 

8 

Sur l'eau éle- 
vée. exactement 
mesurée. 

87 

Résultats d'ob- 
servations faites 
par une Commis- 
sion nommée par 
le Ministre de la 
Mar^pe. 

Machine établie i Londres 
pour élever de l'eau. 

' • 

de 1 à 3 

Sur l'eau éle- 
vée, exactement 
mesurée ; non 
compris ii s frot- 
tements du li- 
quide dans le 
tuyau de con- 
duite. 

% 

Observation de 
M. Anderson.cilèe 
par M. Genye* 

Pour l'ensemble des machines 
des mines de Cornouailles, em- 
ployées » élever de 1 eau. 

Produit moyen, en IKIt 
en 1812. 
en 1813. 
en 181» et 1815 

del 4 3 

Sur l'eau éle- 
vée , mais en Is 
mesurant par la 
course des pis 
tons seulement. 

55 

6» 

70 

73 

Moyenne des 
observations de 
M. Léan, citées 
dans le Traité de 
Nicolson. L'eau 
élevée étant cal 
cnléc d'après la 
course des pistons 
serait évaluée au 
moins é un 5’ en 
sua de ce qu'elle 
doit être. Mais 
comme évaluation 
du travail dispo- 
nible pour l'appli- 
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INDICATIONS 

DES SYSTEMES 
DE MACHINES 

PRESSIONS 

en 

atmosphère». 

POINT 

ou 

LE TRAVAIL 
in euctl. 

TRAVAIL 

DTNAMIQV» 

produit per 

U CO«lB«tUUB 

d’un 

kilogramme 
de charbon , 
exprimé 

ou 1000 kilo* 
élevée* i«,oo. 

INDICATIONS 

nu oaseaVATttM . 
ou 

BBS intCM 

qui ont 

cité les résulte!» 

Remarque* pur tient un,. 





quer à un autre 


4 

t * 


effet, ces résultats 
pourraient uc pas 
être trop forts , eu 
égard aui pertes 
de travail par la 
transmission jus- 
qu'à l'eau à élever. 

Pour l'ensemble des machines 
des mines de Cornouailles , sans 
distinction de machines, une 
grande partie étant à détente. 

Produit moyen, en 182». 

• en 1825 

en 1826 
en 1827. 
en 1828. 

Al Ha. One des machines en donnée 
comme ajasl produit Josqo'i SlSdpour 

I kilos de charbon. Ouelquc reduc 
Uon qu'on risse pour 11 diffcreocc entre 

II qoinuie d'eau élosle c| relie qui est 
calculée d'après 11 course des ptslona, 
le produit sera encore ur*s -constde- 
reble. 

de 1 à 3 

Sur l'eau éle- 
vée, mais en la 
mesurant par la 
course des pis- 
tons seulement. 

97 

105 

103 

115 

126 

Ces nombres sonl 
extraits d'une noie 
de M. Uenwood , 
insérée dans le 
Journal d’Êdiin- 
bourg. janvier 

1829. L'eau élevée 
est évaluée de 
même par lis cour- 
ses des pistons On 
fera à ce sujet la 
même observation 
que ci-dessus 
• 

Pour les divers systèmes <lc 
machines qui sc font aujourd'hui 
en France, suivant ce qu’annon- 
cent les constructeurs. 

de 1 à 4 
environ. 

Sur l'arbre du 
volant. 

deSt à 108. 

Ces deux pro- 
duits supposent 
que la consomma, 
bon de charbon est, 
pour chaque forci 
de cheval , de 
2“' ,50 à 5 k " par 
heure , ou de 60"" 





à 120"" par 2i 
heures. 


Nota. La combustion d'un kilogramme de poudre produit : 

I* Sur le projectile dans le fusil de gros calibre 

SC Sur le projectile dans une pièce de 2* 

i< , -v» < 


15" 

27" 
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3° Pour le Vent. 


INDICATIONS. 

POINT 

•0 

travail dynamique 

exprimé 
•X DTMAIIOOS*, 
oo 100* kilogrammes 
élevés à i*,oo, 

REMARQUES 


Lit. 1 K Al Ali i 

umuvat. 

Par 

seconde. 

Par 

24 heures. 

raiiTtccuiaas. 

Pour nn moulin ordinaire, 
portant 4 ailes . ayant une ten- 
ture de 10" ,30 de longueur, et 
2" de largeur; celle tenture 
1 commençant à 2» ,00 de l'aie 




Toutes ces quan- 
tités de travail ré- 
sultent des obser- 
vations faites an- 
ciennement par 
Coulomb sur des 
moulins des envi- 
rons de Lille. 

t'en! [tou. 





Pour une vitesse do vent dp 
1 2“ ,27 par seconde. 

Sur l'arbre 
qui porte les 
ailes. 

O 4 ,025 

2160 

Produit égala 0.33 
cbeval de ma- 
chine de 0 a ,075 
par seconde. 

/■'eut bon fra il, faible. 





Pour ooe vitesse de *“,05 par 
seconde 

IA. 

0,148 

12787 

Produit égala 1,97 
cheval de ma- 
chine. 

Pent bon fraii , pim fort. 



* 


Pour une vitesse de 6* ,50 par 
seconde. 

IA. 

0,631 

54518 

Produit égal à 8.41 
chevaux de ma- 
chinc. 

Forte briie. 





Pour une vitesse de 9", 10; 
mais la tenture des ailes n’ayant 
plus que 8",30 de longueur , en 
commençant tournais i 2" de 
Taxe. 

li. 

0,890 

76896 

Produit égal à 
118 chevaux 
de machine. 

Vent moyen d’une année. 





En ayant égard an temps de 
repos et aux differents, vents. 

IA. 

0.210 

181*4 

Ce travail moyen 
déduit de [ obser- 
vation de l'huile 
fabriquée, revient 
au tiers de celui 
que donnerait un 
vent constant de 
6”, 50, il est égal au 

produitik2,80cbe- 

vaux de machine. 
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4" Pour les chutes d'eau et les courants, le travail recueilli étant comparé 
■ à celui qui résulte de la chute. 


INDICATIONS 

des 

MACHINES EMPLOYEES 
pour recueillir 

LB TRAVAIL. 

MANIERE 

dont 

la hauteur de la chute 
e«l m limée 
pour évaluer le travail 
que l’on compare 
à celui 

qu’au recueille. 

• 

POINT 

OU 

LE TRAVAIL 
recueilli 
eol mesura 

PORTION 

do 

Travail total 
de la chuta 
qit’ÿn recotillv 
avec la viteave 
de la rouo 
qui convient 
au roatlruuin. 

INDICATIONS 
a» oaaaavATf.cM 
ou 

M* mil’kb 

qui ont 

cita lea résultats, 

llrmarçmM partic+hertM, 

Roue i palettes planes dans la 

Du nireau de 

Sur les 

0,30 

Observation de | 

direction des rayons . ces palet- 

1 eau dans le ré- 

palettes mé- 


Smealon sur une 

tes étant «set Imparfaitement 

serToir sapé- 



petite roue d’expé- i 

emboîtées. . -, 

rieur, au fond 
du coursier , 


’ 

riencc. Mnrenne 
des résultats * 


dans lequel l’eau 
s'écoule sous la 


\ 

moyens, pour cba 
que changement 
dans les éléments, i 


roue. 



là. 

U. 

Sur le 

0,38 

fi. 


■- 

poids élevé 


' X 

* 

» * •* 


par une 

corde s’en- 
roulant sur 
l’arbre de la 
roue. 

• 1 • 


Roue i palettes planes de 0,88 

cr 

Du niveau de 

Sur des 

0,25 

Observation do 

de large sur 0,*0 de haut, re- 

l’eau dans le bief 

pilons que 


M. Poncelet, sur 

! eevant 1 eau sous une chute de 

supérieur au ni- 

fait mar- 


une roue d unè I 

2"\10; les palettes ayant, dans 

reau de l’eau 

cher l’arbre 


poudrerie i Mets, 

| le coursier , un jeu d environ 

dans le bief in- 

de la roue. 


0,0». 

forieiir. 

• e 

k » *-T 

, * 

/d. 

U, 

U. 

Sur l’ar- 
bre de la 
roue. 

0,3* 

/d. Résultat dè- 
duit apprrmmali- 
vement du précé- 
dent , en évaluant 
les frottements paé 
aperçu. 

Roue à palettes planes dans 
un courant beaucoup plus large 

Iln'yapasde 
chute ni as Ira- 

Sur un 

0,33 

Observa tion de 

poids élevé 

M. Christian , sur i 

que ces palettes 

rail moteur dé- 

à l’aide 

A * •. - 

une petite roue de 


terminé; mais 

d’une corde 


0,63 de diamètre. 

on peut conve- 

enroulée 


i 


nir de comparer 

sur l'arbre 




le travail re- 

de la roue i 

. ‘ 

’ * jà' 

'cueilli à la force 

palettes. 

‘ • ; . 

• > ' ■ i 

■ r I ; s .'-■«* ' ’ 

rive que posaè- 



" , y vl 


derait une poé- 


■ f 


, ... 1. V * 

tion dn courant 

; r ■**»<> * 

^ A 3* ■ 


' 

*v W*- ‘ *****+? 
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. 

INDICATIONS 

.. 

MACHINES EMPLOYÉE 1 ' 
pour recueillir 

LE TRAVAIL 

MàNIKBK 

dont 

« hauteur de la chute 
cm estimé* 
pour évaluer le travail 
que l'oo compare 
à celui 

qu'on recueille. 

POINT 

où 

LE (LIA Y AIL 
recueilli 

est mesure 

PORTION 

do 

Travail total 
de la chute 

jii L'n rvcatâll* 

voa lavttc*ae 
de la roue 
qui convient 
u maiiraum 

INDICATIONS 
o&* o»*.» a v ati. nas 
ou 

Dt* ACTE CAO 

qui ont 

cité let résultat* 

Ile-marTwri parorufirrei 

*»• 



dont la section 
serait ta surface 
même des aubes. 

* 


V 

' ■ 

Roue à aubes courbées' verti- 
i air meut , de M. Poncelet , exé- 
cutée en grand , sous une chute 
de 1*%tt environ. 

, ** 

Pu niveau de 
l'eau dans le bief 
supérieur , au 
niveau de l'eau 
dans le bief in- 
fTrieur A la 
sortie de la roue. 

Sur Tarifée 
de U roue. 

^ 4 1 

0,51 

Observation de 
M. Poncelet 
Moyenne des résul- 
tats moyens pour 
chaque change- 
ment dans les clé- 
ments. 


Houe à augels , a avant qu'un 
M 1.1 moire moindre que" la hauteur 
île la chute , et recevant l'eau à 
ion sommet. Cette roue exécutée 
en petit pour une expérience 

Du niveau de 
l'eau dans le ré- 
servoir supé- 
rieur . au fond 
du coursier ho- 
rizontal au-deih 
sous de la roue. 

Sur les 
a u gels roè 
mes 

' 

0.65 

Observation faite 
en petit, par Smca* 
ton Moyenne des 
résultats moyens 
pour chaque chan- 
gement dans les 
éléments. 


IA. 

• , *• g 

IA. 

, 

Sur le 
poids èJcvé 
par une cor- 
de qui s’en- 
roule sur 
l’arbre de 
la roue 

0,61 

ld. Résultat dé 
duit par approxi 
ination de l’obser- 
vation précédente. 

• ■ 

Roue à augetsou à palettes, 
parfaitement emboîtées dans un 
coursier et faisant fonction d’au- 
• gets. Comme elles sont construi- 
tes en Angleterre. 

i / 4 

Du niveau de 
l'eau supérieure 
au niveau de 
feaa inférieure 

V 

Sur Tar- 
jbre de la 
roue. 

V ^ 

0 73 

1 

Evaluation ad- 
mise par les An- 
glais, pour estimer 
le travail qui sera 
reçu de l'arbre de 
ces roufs. Ce ré- 
sultat suppose que 
la quantité d’eau 
est assea considé- 
rable pmir que les 
pertes , par le jeu 
autour des pâlottes, 
soient peu de chose 
en comparaison de 
celte quantité 
d'eau. 


Roue i augels recevant l'eau 
| un peu au-dessus du centre , 
mai» avec un coursier qui les 
emboîte pour éviter les pertes 
d'eau. 

La chute est 
calculée du ni- 
veau du bief su- 
périeur au fond 
du coursier, sous 

Sur un 
poids élevé 
par une cor 
de qui s'en 
roule sur 

0,78 

Observation de 
M. Christian, sur 
une roue de 3“,28 
de diamètre et une 
chute de 2” ,48. 
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INDICATIONS 

des 

MACHINES EMPLOYÉES 
pour recueillir 
LE TRAVAIL. 

S 1 

MANIÈRE 

dont 

la hauteur de la chute 
est estimée 
pour évaluer latraral 
que l'on compara 
à celui 

qu'on recueille. 

POINT 

ou 

LE TRAVAIL 
recueilli 
est mesure. 

PORTION 

du 

Travail total 
de la chute 
su on rscmtll» 
avec la vitesse 
Je la roue 
qui convient 
au maximum. 

INDICATIONS 
ou oastavATicas 
ou 

DU ACTICM 

qui ont 

cité les résultats. 

Rrmaripui fiarltfuherei 


la roue ; mais 

l'arbre de 


Lexpéricncea eu 


elle se trouve 

ta roue. 


peu de durée; mais 

• • * « 

ainsi un peu 
faible. 



la force vive, ac- 
quise par la roue , 
était asses petite 
pour être négligée. 

Roue horizontale de M. Itur- 

Du niveau du 

Non 

de 0,65 h 


din , dans le système des roues 
proposées par Borda. Ces roues 
tournent autour d'un axe rerli- 

bief supérieur 
auniveaudubief 
inferieur 

énoncé. 

0,75 

par 51. Iturdin, 
dans la 3' livraison 

cal; elles sont formées de ca- 




al/i km , année 

1828. 

naux courbés verticalement. Ces 

' ' « « ^ 



canaux ont leurs ouvertures su- 
périeures aû milieu delà hauteur 

• - 



i * ' a . .i 

de la chute . et leurs issues inlè- 

• 

■ 

* 


rieures au bas de la chute; ils 

• ' ' 

* 

. .*• . 


reçoivent l'eau lorsqu'elle a ac- 





quis déjà une vitesse duc à la 



.V 


moitié de la chute. La forme de 


• V 



ces ouvertures supérieures et la 
vitesse qu'on laisse prendre à la 




: 

roue sont combinées de manière 


J» 



que 1 eau entre sans choc et sort 

"'e, t . 




sans vitesse sensible. Ces roues 





conviennent à des chutes qui 





fournissent peu d'eau cl qui ont 





une assex grande hauteur. 




■ « t 


• 


v 0 




/ 
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FRAGMENTS 




DES PONTS SUSPENDES. 



Un pont suspendu est formé d'une chaîne AM,M, , etc." (fig. 17 ) , dont les 
chaînons sont des barres de fer ou des cordes en fils de fer. Aux poiuts de réu- 
nion M., M,, etc., de ces chaînons sont suspendues des tiges de fer M.P, , 
M,P, , etc. , qui portent le plancher CD du pont. 

La condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre de tout le système, est 
qu’à chaque angle M, , M, , etc. , de la chaîne, les trois forces dont l’action est 
produite par les deux chaînes, et la tige verticale se fassent équilibre. Cette 
condition servira à déterminer toutes les inconnues du problème, c’est-à-dire 
la forme AM.M, , etc., du polygone, et les tensions qu’éprouvent tous les 
chaînons. * . • 

Désignons par p le poids de l’unité de longueur du plancher horizontal , par 
p' celui de l’unité de longueur de la chaîne, et par p " celui qui se rapporte aux 
tiges. Nous supposerons d'abord que le nombre des chaînons soit pair, et nous 
représenterons ce nombre par. an. Nous désignerons par a la distance horizon- 
tale CD qui sépare les culées, et par h la hauteur M.P. du point le plus bas M. 
au-dessus du plancher; par 9,, 9., 9i, les inclinaisons des chaînons successifs, 
depuis celui qui part du point le plus bas M,. Désignons par T la composante 
horizontale delà force avec laquelle tire chaque chaînon dans sa propre direc- 
tion. 
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Les équilibres aux augles M. , M, , M., etc., fouroirout pour première condi- 
tion que la force T soit la même pour deux chaînons consécutifs, puisque les 
composantes horizontales doivent se détruire. 

Les composantes verticales doivent aussi se détruire; donc, en décomposant 
le poids de chaque pièce en deux poids égaux, appliqués aux deux extrémités 
où elle est attachée, on trQuvera les équations suivantes : 


2T lang 0, = -f- hp" -, 

8 2n ' 2«cos0,’ 


ap 


T taug8,— lang 9 .) = £ + ? (* + £ + ^). 

T, tango.- tango.) = £ +fT [* + £ (tangO. -)- taug<* ] + £ (-L- + -L-). 

T lang 0. — lang ta,-,) = £ + p" f h + £ tang«, + taugO. . -f tangO»_,)J 

+ £ / — L_ 4._i_y • 

r . ^ 4/» VcusO* , cosoj- 

• - \ • % •, 

- * V , • >*V AT' , 

Ces équations seront en nombre n. 

• V> • * • : . . . 

En se donnant la hauteur AC = H , ou aura de plus 


* “*■ 2n ^ Ung#1 + •“* *■ +••• + tangO.) = U 


''y* 
< . 


Ayant ainsi n -f- t équations, on déterminera T, et les n angles 0,, 8 8,. 

• Si le nombre des côtés du polygone formé par la chaîne était impair, le 
chaînon du milieu serait horizontal ; et en appelants, l’angle de son inclinaison 
tk 1 horizon, on aurait 8. = o. Le nombre des chaînons étant an+i, on aurait 
toujours les n i équations ci-dessus pour déterminer les angles 8. , 8,,... G, , 

et la tension T. Seulement il faudrait y mettre -? a , au lieu de ^ ; et la 

première équation deviendrait en outre 

, a. 1 a ' \ *« • **î •" •'a* * 

Tt a ng8. = -ei- + V + ^(i + J_y ' 

* -t- t In \ cos 8 J 


. 4 


A |« 

* M 1 

r) + R 


.v: m 

,JK 


Digitiz^d by Google 


- SIS - 


Le problème le plus simple est celui où l'on se donne T et u , et où l'on 
demaude H. Alors, il est clair que l’on aura successivement 9,, 6 ., et 

par suite H. * 

L’équation qui donne 9* en (onction de S,, 9, ,^ n , donnera, en posant 
pour abréger 


ap> 


A=Ttaog •—> + :£ + />" [ A + ^ (langf. + tanK»,... + tanga.-,)’] + . 

et ’ B = ^ 


♦n 


tang &. — 


AT-f BI/a* + T* — B* 


T’ - B' 


Dans la pratique, il sera souvent commode de (aire le dessin de la chaîne, 
et de prendre au compas les hauteurs successives des tiges, jusqu'il la derr 
nière 11. L'épure est très-facile è faire. 

Supposons, pour fixer les idées, que le nombre des côtés soit impair,* et 
qu'on parte de l’extrémité M, (fig. 18 ) , du côté horizontal pour tracer succes- 
sivement les autres côtés, ou leurs parallèles, partant de ce point M„. On 
prendra d’abord, une ligne horizontale M„A pour représenter la tension T. Il 
sera commode de choisir pour cela une ligne telle que le poids d’une partie du 
plancher ayant cette longueur, soit égal à celte force T telle qu’on est supposé 
se l'étre donnée. A l’extrémité A on élèvera une perpendiculaire AH, dont, 
la longueur sera telle qu’une partie du plancher égale à cette longueur, pèse 
un poids qui soit celui de la partie du plancher comprise entre deux tiges de 
suspension successives, augmenté du poids de la tige au premier angle M, 
Ensuite, on se servira d’une règle ayant une largeur ab égale il la longueur du 
plancher qui donnerait a un poids égal à celui qu'aurait la chaîne horizontale, 
entre deux tiges de suspension : ou fera passer le dessus de cette règle par le 
point B,; la ligne MJM, dessus de la règle , sera la direction du second chaînon. 
La même construction s’appliquera aux autres chaînons. 

Quel que soit le nombre des chaînons d'une chaîne de pont, la construction 
du polygone quelle forme sera si facile , qu'on peut se servir de cette manière 
d’opérer pour résoudre le problème inverse , qui consiste à déterminer T quand 
on s’est donné la (lèche totale de la chaîne H — h. 



«s «TV- • * 


A." 
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Pour cela, on commence parle résoudre par le calcul dans le cas où l'on 
néglige la variation de poids agissant d'un angle & l’autre. 

On prendra pour ce poids une constante égale à peu près à la valeur moyenne 

qu’on présumera que ce poids devra avoir. En le désignant par > on aura 

ainsi pour un angle quelconque 


n a 


T (tangO. — lang 0.-,) = , 


et par suite 


T tango, = 
Ttange.= 
Ttange,= 


T tango. = 


Qa 

2n + l ’ 
2na 

2n -f 1 ’ 
3IU> 

2 »+ 1 ’ 

nüa 
Sn + r 


Si l’on suppose/,, / t , jr t , etc. , les ordonnées des sommets des angles du 
polygone rapportés & une horizontale passant par le point le plus bas, on aura 


_ a tango , 
2 /i-f-l’ 
a tanga. 
r ‘ 2 «+t’ 


yrn —ym~, ■■ 


a tango. 

: 2n + t ’ 


d’ou l’on tire 


ym ~ 2 T +1 (taDg0, + *«ng ».+••■ + lang S.) 

> ' * 

En remettant pour ces tangentes les valeurs précédentes . on aura 


Ha’ (1+2 4-S... + m) 
i ' m ~ T*’ (2n + D* 
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lla'm (m -f- f ) 

’” = 2T(2n+ I)’’ 


En faisant m—n , on a pour lu valeur de jr % ou H — h , 


(x) 


d’ou 


aa'n (n-|- 1)' 
2T(8n + t)’ ’ 


Ilg’n ( n + 1)' 

2 (H — A) (2* 4-1)*' 


Cette valeur de T suflira dans un grand nombre de cas où l’on peut négli- 
ger la variation de poids des chaînons et des tiges , devant la partie constante 
des poids qui agissent & chaque angle. Elle fera connaître la tension horizontale 
de chaque chaînon, puisque cette fort* est la même pour tous les chaînon», 
et par suite la traction horizontale aux deux points de suspension de la 
chaîne. 

Si l'on veut la direction du chaînon le plus près du point d’attache, on aura 


langO. = 


4(H — A) (2«4~1) 
an (n-f 1) 


Il serait facile de voir que , s’il y avait un nombre pair de chaînons, on aurait 
pour le premier , 


pour le second, 


2T tang». = 2f, 


T ftaog », — tang tj = —, 


et ainsi de suite, ce qui donne 




d’où 


TtaD * ("“à)’ 

^ 5*Vvl. 

= s)- 


, 'f. y 
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Or, comme (dans le cas d'un nombre pair de chaînons) on a 


■T. = ^ <«ng 9., 


y— r. = ^‘*ng».. 


d’où 


JTm —J'm-i — ~ lang dm ; 


y* (t4D * s ' + UU1 * *»"•+ , 


on aura, «n faisant successivement m s= i , a, 3,... dans la valeur précédente 
de tang S* , et substituant dans celle de j m , 


Xm 2 n 2nT 




J'm — - 


na' m’ 

ivf'T ’ 


(y) 


et en faisant m = // , 


d’où 


u J. na ‘ 

•>» ou H — A = ÿÿi 


T = 


na’ 


8!H — A)’ 


et par suite 


tang s* = 


n«(m— A) 4(H — A) 


2n.na’ 


En se servant de l’une ou l’autre de ces valeurs de T, on aura la tension hori- 
zontale de la culée avec une approximation suffisante. 

Mais si l'on veut construire exactement la forme de la chaîne, eu ayant 
égard aux variations de poids aux angles, on prendra le poids n pour celui 
du mètre de longueur du pont, y compris le poids d’une tige d'une longueur 
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moyenne, évaluée approximativement, et le poids de la chaine dans une incli- 
naison moyenne égale & la moitié de l'inclinaison extrême. 

Avec cette tension T, on fera l'épure de la chaîne. Si l’on trouve la flèche 
H — h, un peu différente de la valeur qu’on lui a donnée, on diminuera T, si 
H — h est trop petit , ou on l'augmentera , si H — A est trop grand. On choisira 
ensuite une valeur de T qui soit placée par rapport aux deux qu’on a déjà em- 
ployées, comme la valeur de H — h qu’on veut obtenir est placée par rapport 
à celles qu'on a obtenues. Cette méthode est fondée sur ce que les petites va- 
riations d’une fonction quelconque d’une variable sont proportionnelles aux 
variations de cette variable. On obtiendra graphiquement la valeur de la ten- 
sion inconnue T en portant comme abscisses les tensions T' et T" employées, 
et comme ordonnées les flèches (H — K) correspondantes; puis traçant une 
droite par les deux points fournis par ces ordonnées, le point où elle coupera 
l’horizontale à la hauteur H — h qu’on veut obtenir , donnera par sa distance 
à l’origine la valeur de T qui y correspond. 

On pourra suivre la même méthode pour arriver à une valeur très- approchée 
de T, lors même qu’on aura formé le polygone en calculant tous les angles par 
la formule "• , 

. Cf " » . 

AT-f Bl/ A’-f T'- B’ 


tangO. 


T* — B’ 


On peut remarquer que la valeur de y m , quand on néglige la variation de 
poids aux angles, démontre que les sommets de ces angles sont sur une para- 
bole. En eflet : si l’on représente par x la distance d’un de ces sommets du nu- 
méro m au milieu de la chaîne, on aura pour an -f- i chaînons 




et pour an chaînons 


2 « 


a . 

Jr = — . ni. 
2 n 


Ainsi, dans le premier cas, on aura en remplaçant par — , dans 

î ... j__ 

l’équation (x), 
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ym- 


Dm [m- j- I) x’ 

’"(-+})" 


et dans le second , en remplaçant par — , dans l’équation (_y) , 


/• — - ‘ 


llw'x* _ llx’ 
ZT m' ~ ÏT 


Ces deux valeurs sont les ordonnées de paraboles qui changent un peu de 
forme avec le nombre n. On voit qu'à mesure que n augmente, ces courbes 
approchent indéfiniment de la parabole dont l'équation est 


En même temps , T tend à devenir 


rix 

2T' 


lia* 


8 (H - A) . 

cc qui donne , comme cela devait être , 


4(11 — A) 

y - — -, — 


Dans les applications , il y aura toujours plus d’exactitude à considérer les 
polygones que les courbes continues; et comme les formules n'en sont guère 
plus compliquées , nous conseillerons d’abandonner la considération des 
courbes. 
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DE LA POUSSÉE DES TERRES. 



Le premier problème qu'on se propose de résoudre dans la théorie de la 
poussée des terres est celui-ci : on suppose que l’on coupe une masse de terre, 
suivant un plan incliné qu’on norrime talus ; on veut déterminer la plus grande 
inclinaison qu'on puisse donner h ce talus sans qu’il se détache aucune portion 
de terre. • 

Ce problème peut se résoudre en supposant que les terres ne se sépareront 
que suivant un plan. Il est clair en effet que la rupture suivant une autre forme 
serait toujours moins favorable à la séparation et au glissement d'une partie 
supérieure sur celle de dessous; et qu'aiusi , la rupture étant supposée ne pou- 
voir se faire suivant un plan, ne se ferait pas à plus forte raison d’une autre 
manière. 

Examinons donc comment on peut exprimer la condition pour qu’une masse 
de terre ABC (fig. 19), terminée par le talus AB ne puisse se rompre suivant 
un plan quelconque MN. 

Pour arriver à celle condition , il est nécessaire de connaître la force qui 
relient le prisme de terre MBN contre la face MN. 

Si, après avoir déblayé un terrain homogène, on a laissé subsister un prisme 
dont ABCD (fig. 20) représente une section , qu’on l'enveloppe dans une caisse 
sans fond , et qu’on mesure l'effort qu’il faut faire pour arracher le prisme en 
agissant horixontalement sur celte caisse, on trouve que cet effort peut se rc- 
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présenter par deux termes; le premier proportionnel 1 ) l'étendue de la surface 
AD suivant laquelle se fait l'arrachement , et le second proportionnel à la charge 
totale que supporte celte face AD , ‘soit par l'effet du poids du prisme ABCD , 
soit par l'effet de poids additionnels qu’on aurait placés sur la face BC. Ainsi, 
a désignant la surface de contact en AD, et P la pression qui se produit sur 
cette surface, l’effort F nécessaire pour arracher le prisme ABCD en produisant 
la rupture suivant la hase AD sera exprime par 

F =/P + . 

J'c l <> étant des coefficients que l’expérience détermine. 

On a trouvé que y"varie depuis 0,60 pour des sables, pour lesquels le terme 
CO est nul , jusqu’il 1,40 pour des terres compactes, pour lesquelles le coefficient 
v est de 568 kil. Ce dernier coefficient s'abaisse à 1 36 kil. pour des terres 
franches, et devient nul, ainsi que nous l’avons dit, pour des sables très-secs. 

Pour que le prisme MBN (fig. ai), ne puisse se séparer, il faut que la force 
qui le retient soit supérieure à celle qui tend à le faire glisser. 

Désignons par h la hauteur MD , par y la tangente de l'angle DMB, et para; 
celle de l’angle DMN. Représentons par fl le poids de l’unité de volume de la 
terre qui forme le solide ABC. Mous supposerons que les prismes que nous 
considérons aient l’unité linéaire pour épaisseur perpendiculairement au plan 
de U figure, eu sorte que nous n’aurons à considérer que les superficies de leurs 
hases, représentées sur la figure. 

Le poids du prisme MBN produira dans le sens de MN une composante 
égale k 

11A’ x — y 

* Vl+x' 

La force qui retient ce prisme doit être formée de deux termes : l'un pro- 
portionnel à la pression P perpendiculaire à MN, et qui sera fP ou 

. /h*’ (J —y) 

2 vît?' \ 

r 

l'autre proportionnel à la longueur MN, et qui sera 
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vh l/ 1 4- x‘- 


Ainsi il faudra pour qu’il n'y ait pas rupture, qu'on ait 


/ii V d-y) 


U + ,Al/rF7'>Ç 


II/»’ (.r — >-) 


8 l/i-J- x‘ 


8 l/l +'*■'- 


Pour abréger, représentons cette inégalité par 


/(-r, ^>0. 


Si l’on avait 


■ 




la rupture pourrait avoir lieu suivant l'inclinaison x. 

Pour déterminer la valeur de y qui est la limite de celles qui permettent 
d’obtenir des valeurs réelles pour x, il faut chercher celle qui correspond 5 des 
racines égales pour x; en d’autres termes il faut poser 


Si /(x ,y)=o, représente une courbe , la condition f[x, y-)>o, sera sa- 
tisfaite pour les points situés d'un côté déterminé de la courbe; et il faudra 
pour la stabilité des terres, prendre^ de manière à obtenir un point situé «le 
ce côté. Mais comme, dans le cas qui nous occupe, la fonction f(jc,y) croit 
avec/, il est facile de voir que pour satisfaire à l'inégalité y(x,_y)> o, dans 
tous les cas possibles, il faudra prendre y supérieur à son maximum par rap- 
port à x, tiré de l'équation f(x,y)=. o. 

Or, cette équation donne en diflereutiant 



(B) 


Celte équation (B) jointe à la précédente (A) déterminera la valeur île y qui 
donne la limite des talus qui rendent la séparation impossible. La valeur de x 
correspondante k celle de y ainsi déterminée donnera l'inclinaison du plan de 
rupture correspondant k cette limite de talus. 
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et comme pour le maiimum de y par rapport à x, on a 


dy 


il reste 


>//(■ r, ,r) 

dx 


= 0 . 


vu que, dans le cas où nous sommes — 3 ' ne peut devenir infini. 

La limite de y, et la valeur correspondante de x seront donc données par le 
système des deux équations 

f{x,y) = 0, 

et - ' ' ' 

4f{*,y). 


dx 


. o. 


I^a première de ces équations , dans le cas qui nous occupe , peut s’écrire 


(x —y) (4 — fx) — ^ (1 + ■r')— « . 


ou en posant j ^= p , et résolvant par rapport à y, 

r 1 p\ i p p ( 1+ 7 1 ) • ' 

+ /) + r i-7 

dy _ df{x<y) 

Sous celte forme , l’équation donne la même valeur pour — ou pour — rf ~— » 
ainsi l’on a pour le maximum de^', 

1+7- 


d'où 


(1 -/*)' 
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et par suite 


r = j+j* Ip ~ Vp^P+fW +/')!• 


Si p était nul , c'est-à-dire si la résistance à la séparation n'était qu’une espèce 
de frottement ne dépendant que de la pression, on aurait 


y —y 

Ce qui doit être , puisqu’alors l'angle DMN doit être le complément de l'angle 
du frottement. Cette circonstance ne se présente que pour du sable bien sec. 

Deux observations sur l'inclinaison que prend la ligne de rupture MN dans 
un massif qui ne peut se soutenir, donneraient deux valeurs de x correspon- 
dantes à deux valeurs de y ; et en supposant que le poids n du mètre cube de 
la terre en expérience fût connu, on pourrait en déduire les valeurs numériques 
des coefficients f et v. 

Ces sortes d’épreuves se font plus facilement en coupant la terre verticale- 
ment, ce qui suppose / = o. Mais si l’on approfondit peu à peu la fouille, 
pour les petites profondeurs il n’y aura pas de rupture, parce que la rupture 
suppose au moins /(x , /) = o , et que si y est nul on n'obtient aucune valeur 
réelle pour x tant que la hauteur h du talus vertical n'a pas atteint une cer- 
taine limite. 

La première valeur de h qui rend x réel, s’obtiendra en faisant égale à 
zéro la valeur ci-dessus de y qui répond au maximum , ce qui donne 


*»+•£= Vp (p+f) («-f/”). 


ou bien 


P = 


-r+ vT+r 


et en remettant pour p sa valeur , on obtient 


h = ■ 


n (l/ï+T 7 -/) 


Telle serait la plus grande hauteur sous laquelle un terrain pourrait se sou- 
tenir , s'il était tranché verticalement. 

45 


Digitized by Google 


35* — 


Du prisme de plus grande poussée. 

è 

Lorsque la terre est soutenue par un mur vertical , ou ayant un léger talus 
Mil (fig. aa). dont nous désignerons rindinaison par a, on peut se demander * 
quelle est la plus grande poussée que ce mur pourra supporter dans le cas où 
il' y aurait rupture des terres. 

Il est clair que dans ce cas , il faut que la hauteur h soit assez grande pour 
qu'il y ail une valeur de y, c'est-à-dire de la tangente d'inclinaison du plan de 
rupture MN, correspondante à la valeur de x qu'on s'est donnée , c'est-à-dire «. 
Mais comme on peut prendre y comme ou voudra ou delà de la valeur qui 
commence à être possible , il s’agit de choisir celle qui rend un maximum , la 
poussée horizontale contre le mur, laquelle est une fonction de a et de y. 

Cette poussée ne se produisant qu'après que U rupture des terres a eu lieu, 
elle peut ne plus être de même nature que la force qui retenait les terres avant 
la rupture ; néanmoins elle aura une expression analogue, et ne peut contenir 
que deux termes, l'un proportionnel à la pression, et l'autre proportionnel aux . 
surfaces en contact. Ainsi f et v désignant comme précédemment des coeffi- 
cients numériques, et P étant la pression sur U surface du cbulact, l'expression 
de la force parallèle au plan de rupture qui pourrait retenir le prisme supé- 
rieur sur ce plan , sera toujours de la forme 

/P + *«• 

Nous désignerons par (3 l’inclinaison du plan de rupture MN sur ce talus MB, 
c’est-à-dire l’angle BMN. 

Si l'on cherche la valeur d’une force Q normale à la face du mur MB, qui 
devra s’exercer pour retenir le prisme BMN sur le plan de rupture MN , on aura 
d'abord évidemment pour la force qui tend à faire glisser ce prisme , 

Y [t»nS« + tan*(P— «)]cos(?— •). 

La force qui retient ce même prisme est d'ailleurs 

n&* i uh 

Qsin (1+ /Q co* p +/— [Uag « ■ + Uog (P— ») ] sio (?-*) + 
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Egalant donc ces deux forces , on aura 


[langa+tangfll— «) ] eos(P— a) = Qsin p+/Qco9P+/^{(angï+Ung(^— <-)>inf- «)+ 


l>h 


CCS (P — *)' 


d’où l'on tire 


. 1 Jy 


Q =’ 


[tanga + lang (P— «)] [coi(P— «)— /sintp — «] — vK 


ccs CP — *) 


sin P -f/cos p 


Pour obtenir plus facilement le maximum de Q relatif à p, posons/— ^ 21 , 

ce qui revient & désigner par 9 l'angle que ferait avec la verticale un plan incliné 
de telle sorte que le seul frottement /P proportionnel b la pression, suffise pour 
retenir la terre supérieure sur la tene inférieure. En substituant cette valeur 
de y dans l'expression ci-dessus de Q, on aura 


0 = “*1 [tanga -f- tangfp — a)]. 

V 2 L K r ™ ^ , COS(? — P; COS(P-a)CO»( ? -p)' 


Si l’on remarque que l’on a 

cos (P — ») sin y — «in (P — a) cos? _ sin (9— P 4 - «0 _ sin (? — P) cos » . " . 

cos(? — P) “ cos(t — P) ~ co*(» — P) -i- sini — 

î= [tang(f— p) + tanga] 00s «, 


on pourra ecnre 


_ nV , . i-Asins 

Q = ~ [lang* + tangfp - a) ] [tanga + Ung < T - »)] eus— ^-a) (ÛS (f r $: 

La symétrie de composition de cette expression par rapport aux deux quan- 
tités p — a etç — p dont la somme 9 — a est indépendante de p, montre que 
cette fonction de P prend des valeurs égales, dans l’intervalle de a A 9, pour 
des valeurs de p telles que p — a et 9 — p , échangent leurs valeurs , c’est-à-dire 
pour des couples de valeurs de p également éloignées de a et de 9. Cette fonc- 
tion a donc un maximum ou un minimum pour la valeur de p située au milieu 
de cet intervalle, c’est-à-dire pour 
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On reconnaît que c’est un maximum , car la fonction croît à mesure que (î— « 
et ç — (J s'approchent de l’égalité. 

La valeur maximum de Q , qui répond à {5 =r — t- 1 est 



vAsina 
«•*5 (f — •> 


On doit remarquer que la valeur de p qui donne le maximum de Q est in- 
dépendante des coefficients f et t> , et serait pur conséquent la même , si le 
coefficient v> devenait nul. On peut donc énoncer ce théorème : 

« Si la force nécessaire pour faire glisser sur un plan de rupture deux par- 
ti ties du même terrain peut être exprimée par deux termes, l'un proportionnel 
» à la pression et l’autre à l’étendue de la surface en «intact, le plan de rup- 
» ture qui serait tel que la pression produite par les terres, contre un mur 
« vertical ou incliné qui les retient, devînt un maximflm , est celui qui partage 
■ en deux parties égales, l’angle formé par 1« plan intérieur du mur et par un 
» plan incliné de telle sorte que les terres s y tiendraient en équilibre à l’aide 
b de la seule force proportionnelle à la pression , et que pour cette raison on 
b désigne par le nom de frottement, b 

La force Q qui se produirait normalement à la face intérieure du mur par 
la rupture des terres est ce qu'on nomme la poussée. Le prisme de terre com- 
pris entre le mur et le plan de rupture qui correspond au maximum de Q , se 
nomme le prisme de plus grande poussée. 

Si la terre qui peut pousser le mur par l’effet de sa rupture était chargée 
uniformément d’une masse de matériaux susceptibles de' se séparer facilement 
suivant une verticale , comme des tas de pierres ou de briques sans liaison de 
mortier, le priante de plus grande poussée resterait déterminé par la même 
règle que ci-desaus- ■ . . 

En effet , il suffirait dans ce cas, d’ajouter au poids i . . . 

HA* 

— [tang » -f- taog (? — »)], 
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partout où il se présente dans l'équation d’équilibre, un poids additionnel pro- 
portionnel à l’étendue de la base supérieure et horizontale du prisme sur la- 
quelle porte la charge. Ce poids additionnel a pour expression 


pA[tang«+tang(? — «)], 


p étant la charge par unité de longueur de cette hase. Cela revient à changer 
dans les formules précédentes en -f ph^. Or cela ne modifie en rien les 

conclusions, quant à la valeur de (3 qui donne le maximum de Q. 

Quelques auteurs ont cherché le point où l’on pourrait-supposer qu’agissait 
la résultante des pressions de la terre contre le mur. Ils ont supposé pour cela 
que les terres poussaient effectivement le mur h chaque hauteur avec la plus 
grande poussée répondant à celte hauteur. 

Cette supposition n'est admissible qu'autant que le terrain serait d'une ho- 
mogénéité toute idéale; dans l’état ordinaire des choses, il est possible que lu 
rupture ne tendant à se faire que dans la partie inférieure, la force de plus 
grande poussée s'exerce en totalité vers le bas du mur ou vers le haut du mur , 
suivant que le contact aurait lieu à l'une ou l'autre de ces places. Ainsi on doit, 
dans les applications, supposer que la plus grande poussée a lieu dans un point 
où elle a le plus d’action contre la stabilité du mur, puisqu'il s'agit toujours de 
pouvoir garantir que cette stabilité a lieu. Cette manière de considérer la ques- 
tion doit être celle des ingénieurs. 

Dans celle qui consiste à supposer le terrain tellement homogène que le mur 
reçoit à chaque hauteur la pression correspondante au prisme de plus grande 
poussée, on trouve le centre d'action de la poussée totale contre le mur, en 
concevant que la pression sur un élément eu hauteur est l’accroissement que 
prend la pression totale , quand on fait croître la hauteur. En sorte que si P 
désigne la fonction de h qui exprime la plus grande poussée, on a pour la 
pression sur chaque élément de hauteur 




et par suite , en vertu de la théorie des forces parallèles et des moments , le 
centre de pression devra être au-dessous du plan supérieur des terres à une 
hauteur h' donnée par la formule 
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dh 


dk. 


la limite n étant la hauteur où la pression dh sur l'élément commence a 

devenir positive. On ne doit pas en effet tenir compte des valeurs négatives de 
la pression; puisque là où elle a le signe — , la terre peut se tenir d'elle-même 
et que si la terre adhérait au mur, celui-ci pourrait l’attirer sans la faire rom- 
pre. Mais cette adhérence ne pouvant être admise, on ne doit pas tenir compte 
de la traction ou pression négative. 

Du reste, la formule ci-dessus est, comme je l'ai dit, le résultat d'une hy- 
pothèse mathématique, et l'on ne doit pas s'en servir dans la pratique. 

Examinons maintenant les conditions de stabilité d'un mur de revêtement, 
soutenant des terres qui exercent leur plus grande poussée contre ce mur. Nous 
supposerons qu’il soit élevé verticalement à l'intérieur et à l'extérieur; cela 
donne une approximation suffisante pour les cas ordinaires où l'inclinaison des 
deux faces est très-faible. S'il n'en était pas ainsi , il serait facile de reprendre 
les calculs que nous allons faire, et de considérer le cas plus général où les deux 
faces du mur ont des inclinaisons quelconques. 

Cette question se résout comme celle de la détermination du talus des terres 
qui assure leur stabilité, c'est-à-dire qui est le plus petit qui ne permette encore 
aucune rupture suivant un plan incliné. La méthode consiste à chercher une 
équation qui, dans le cas delà rupture naissante, c’est-à-dire de l'équilibre, lie 
la quantité que l’on veut déterminer et l'inclinaison x du plan de rupture 
dans le mur, et à prendre pour la quantité y à déterminer, la limite qui 
commence à rendre imaginaire toute valeur pour l'inclinaison x du plan de 
rupture. En d’autres termes, il font choisir la valeur de y qui est un maximum 
par rapport à x. . ! - v . » 

Ici ce n’est plus l'inclinaison du talus que nous prendrons pour y\ ce sera 
l'épaisseur du mur; x sera l’inclinaison du plan de rupture dans le mur. On 
posera l'équation 

/(x, y) = 0, 

. , •••’.. x ! . H • • ' 

qui exprimera la relation entre_y et x pour que le mur soutienne juste la -plus 
grande poussée. On déterminera y par le système des deux équations 
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et 


0, 

df{*. y) 


. d* - 


= 0 , 


la seconde revenant à J^ = o, parce que dans le problème ~ nè peut 

devenir infini. 

On pourrait faire plusieurs hypothèses sur l'expression de la force qui retient 
les deux parties du mur l'une sur l'autre au moment de sa rupture. On peut 
avoir égard à l'adhérence due au mortier; mais il est plus prudent de ne paï- 
en tenir compte, et de supposer que la partie supérieure ABCD (fig. a3), 
tourne autour du pied D de ce mur. Dans ce cas, le poids de celte partie est la 
seule force qui s'oppose à la' rotation que tend è produire la poussée du prisme 
CBF. Pour prendre le cas le plus défavorable, nous supposerons cette poussée 
appliquée en B. 

Eu désignant par II' le poids de l’unité de volume de la matière qui com- 
pose le mur, et opérant sur l'unité de largeur dans le sens perpendiculaire ii 
la ligure, le poids de la partie du mur située an-dessus du plan de rupture, sera 

• J . jjl 

-"■(‘-tV 

La poussée du prisme BCF de plus grande poussée, sera d’ailleurs 
Q = ? (* —jrj :)• laog’ 1 ? — 2e (A - j-x) tang ^ f . 


ou en posaul, pour abréger l' écriture) 


•T*** 


irtflSl 'VA ;.|JU -ÎK.Oil l|<l 
;oq l'i’aTo VLunel -Il 4leh 


tanç *v = fl. nnq- ntiitnup&'l mil 

'i, r itmpal ni -nufar »••!> i tului iup 

Q = (A — j-x)' — 3va ' • 

La force P étant la seule qui s'oppose à la poussée, on aura pour l'équilibre , 
en prenant les moments par rapport au point D, 
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Q* = Pf, 


(A —y*)' A —a va (h —7 JC) h=rnli (h — ■Lî 'j y'. 


Différentiant cette équation, en introduisant la condition — = o, ce qui 


donne 


d (A —yx) 




et 


on obtient 


(-?) , 


9 ' * 


— Ha* (A —yx) y + %vahy = — Ü 2 L, 

I , 9 


Divisant par y et transposant, il vient 


d'où l’on tire 


et 


DV* 

— n a' (A — yx)y -f- 9 vaA = # , 


h -' x= na'ÿ ' 

I 

yx A 2 


* 9 9 


sm>> 


Substituant dans l’équation primitive entre y et * , on trouve une équation 
qui servira à déterminer la largeur y du mur, au delà de laquelle il n’est pas 
possible qu’il Jr ait rupture. 
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NOTE 


Sur un mécanisme propre i mesurer le travail transmis (Uns une machine par un arbre 
tournant , ou par une roue d'engrenage. 


Lorsqu’on aura besoin de mettre de la précision en mesurant le travail 
transmis par un arbre tournant, et qu’on voudra tenir compte b la fois du 
mouvement et de la force, quelque changement que celle-ci éprouve , je vais 
indiquer un moyen dont on pourra faire quelques essais. Je ne le propose ici que 
comme un sujet d’étude de la part des constructeurs : c’est b l’observation seule 
b faire connaître le parti qu'on peut en tirer. 

Pour faciliter l'intelligence de lu description , supposons d’abord que la force 
avec laquelle, l’arbre agit b une certaine distance de son axe soit constante pen- 
dant le mouvement. Dans ce cas, en admettant qu’on ait constaté cette foret; 
la mesure du travail se réduirait b compter le nombre des tours de l’arbre. Pour 
cela on pourrait, entre autres moyens, garnir cet arbre d’un disque, dont la 
circonférence toucherait un cylindre qui tournerait par l’eflèt de son frotte-' 
ment contre ce disque. On entretiendrait ce frottement au moyen d’un ressort 
dé pression qui agirait sur une chappe dans laquelle seraient placés les petits 
tourillons de ce cylindre. Cette chappe ayant la faculté de se mouvoir autour 
d’une charnière parallèle b Taxe du cylindre, le ressort ferait appuyer celui-ci 
contre le disque. Le mouvement de rotation du cylindre ferait marcher un sys- 
tème compteur qui accuserait le nombre des tours. De ce nombre , on conclu- 
rait le travail produit, puisque nous avons supposé qu’on connaissait la force 
constante qui a agi pendant le mouvement. • î 

Mais, dès que la force est variable, ce compteur ne suffit pas. Le travail 
croissant non-seulement avec le nombre des tours de l'arbre , mais encore avec 
cette force, il faut trouver moyen de faire marcher le compteur en raison 
composée de l'effort et de la vitesse de l’arbre. Voici comment on peut y par- 
venir. ’ ' . ■ ■ ’ * 

U 
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Concevons que te disque qui tourne avec l'arbre devienne un anneau qui en 
soit détaché , et qui , tout en tournant, puisse avancer ou reculer Hans le sens de 
l'arbre , à mesure qu#la force croit ou décroît, de telle manière qu’on soit maître 
de la dépendance qu’il y aura entre le déplacement du disque et l'inteusité 
variable de la force. Nous reviendrons tout & l'heure sur la disposition propre à 
cet objet ; admettons, pour le moment , qu’elle soit exécutée; alors, au lieu de 
mettre un cylindre en contact avec le disque tournant, on emploiera un cône 
dont l’axe sera incliné de manière que la génératrice correspondante au contact . 
soit jrerpendiculaire au disque , comme l’était d’abord la génératrice du cy- 
lindre. Lorsque le disque, tout en tournant avec l'arbre, se portera en avant ou 
en’ arrière par l'effet du changement de la force, ainsi que nous le supposons, il 
touchera le cône plus loin ou plus près de son sommet , et le cercle correspondant 
au contact variera de rayon : ce cône fera donc l'office d'un pignon dont le rayoD 
changerait. Le ressort de pression qui le fait appuyer contre le disque rendra le 
frottement équivalent à une espèce d'engrenage qui subsistera continuelle- 
ment , et fera marcher lë cône avec le disque (*). Comme le nombre de tours 
que fait le cône dans un temps donné pour une certaine vitesse de l’arbre tournant 
est d’autant plug grand que le disque le touche plus près du sommet , le comp- 
teur , qui accuse le noénbre de tours du cône , en marquera d’autant p)us t 
toutes choses égales d’ailleurs, que la force dont nous avons parlé sera plus 
grande, puisque c’est par l'accroissement de cette force que le disque tournant 
a’est porté vers la pointe du cône. , . 

Il ne nous reste plus qu’à examiner comment, lorsque la force croît ou dé- 
croît, on fera avancer ou reculer le disque tournant, de manière que pour cbaque 
tour de celui-ci le cône fasse un nombre de tours proportionnel à celte force. Il 
sulfit, pour Cela, que ses variations produisent un changement de forme dans 
la machine, et que ce changement serve à pousser le disque tournant. Pour 
parvenir à ce but , on fera en sorte que la roue dentée qui communique le mou- 
vement de l'arbre au reste de la machine , puisse , à volonté , ne plus être liée à 


i f( m ;t H • • .. v 

(*) M. Brocchi, conservateur et constructeur des modèles, à l’École Polytechnique, sjant 
bien voulu construire cette communication de mouvement, j'ai pu me convaincre que , 
malgré le déplacement asses rapide do disque , le cène ne cesse pas d ètre conduit par le 
frottement comme s'il y avait un engrenage. Cest M. Brocchi qui a eu l'Idée de tenir la 
«happe à une charnière. , 
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l’arbre que par l'intermédiaire d’un système de ressort» qui céderont sous la 
pression , et permettront à cette roue de leur donner une légère torsion autour 
de l’arbre. D’abord , pour rendre la roue indépendante de l'arbre , il suffira 
qu’elle soit comme un anneau ou manchon avant un U ou circulaire dans lequel 
passera l’arbre. Eu adaptant sur celui-ci des deux côtés de la roue des joues 
saillantes qui l'embrasseront,, et en se ménageant le moyen de placer des gou- 
pilles qui trnvrrsent ces joues et la roue , on la liera it volonté avec l’arbre quand 
ces goupilles seront placées, et on la rendra indépendante quand ou les aura 
retirées momentanément pour luire usage du mécanisme propre à mesurer le 
travail. C’est alors qu'il faudra que des ressort» seuls établissent une liaison 
entre l'arbre et la roue. Pour cela , ou garnira l'arbre, à quelque distant» de le 
roue, d’un collier faisant corps avec lui ,' cl formant une culasse dans laquelle 
seront fixés par une extrémité des ressorts droits parallèles à l’arbre , et formant 
faisceau alentour. Les autre» extrémités de ces ressorts passeront dans de» trous 
ou collets pratiqués sur le côté de la roue dentée dont nous venons de parler. 
Lorsque les goupilles qui la lient avec l'arbre seront l ettrées , cotte roue ne sera 
pins conduite que par l'intermédiaire du faisceau de ressorts. Ceux-ci alors 
prendront une légère torsiob , qui variera suivant le degré de force que la 
roue dCutéc aura à exercer. Il sera facile de constater cette force pour chaque 
degré de torsion en faisant des mesures préalables. Comme on pourra rendre 
les ressorts aussi forts qu’on voudra, la force habituelle qui est exèreée sur la 
• roue ne produira pas un grand degré de torsion sur ces ressorts. Pour faire 
croître rapidement la résistance avec la torsion , on pourra placer un second, un 
troisième et un quatrième faisceau de ces ressorts, tous concentriques , mais 
dont les bouts, au lieu dé toucher la roue constamment, en seront détaché* 
pOur atteindre successivement les uns après les autre» des parties saillantes sur 
cèite roue. De cette sorte, à' mesure que la torsion augmentera, il y aura un 
plus grand nombre de ressorti qui viendront presser ces partie* saillantes , et la 
force croîtra rapidement avec cette torsion. On pourra- donc s'arranger de ma- 
nière que si lu force habituelle produit une torsion de a à 3 centimètres à la cir- 
conférence de la roue dentée, la plus grande force qui puisse avoir lieu quand 
elle serait quadruple de la force moyenne ne produise qu’une torsion de 4 à 5 
cèntintêtres: 

Enfin , la dernière condition à remplir sera de produire , par le moyen des 
degré» de torsion, un déplacement du disque qui soit tel, que celui-ci vienne 
toucher le cône plu» ou moins près du sommet, et précisément de manière qt» 


*6 
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Je nombre des tours de ce cône correspondant à un tour de P arbre soit propor- 
tionnel à la force. On peut employer pour cela différents moyens ; en voici un 
que j’indique pour montrer la possibilité de la solution du problème. Le disque 
tournant autour de l’arbre sera tenu par trois tiges longitudinales qui pourront 
glisser chacune dans un ou deux collets tenant à l’arbre et tournant avec Ini. 
Ces collets pourront être simplement des trous percés dans des rayons saillants. 
Le disque, tout en tournant avec l'arbre, aura donc la possibilité de se porter 
en avant ou en arrière avec les tiges qui le tiennent. Celles-ci viendront s’ap- 
puyer sur des cames ou tasseaux saillants ménagés sur le côté de la roue dentée. 
A l’aide d’un ressort de pression qui agira sur le disque qui forme chapeau de ces 
trois tiges , elles seront forcées d’appuyer contre ces cames. Celles-ci auront une 
forme telle, qu’fc mesure que les ressorts se tordront , et que la roue dentée aura 
ainsi tourné d’un -petit angle par rapport à l’arbre , elles pousseront les tiges 
qui s'appuient sur leurs contours et le disque s’approchera du sommet du cône. 
Si la force , et par suite la torsion, vient à diminuer , les cames se déplaçant en 
sens contraire , laisseront revenir les tiges qui s’appuient dessus, et le disque re- 
viendra plus près de la base du côue. Pour donner aux cames la forme conve- 
nable , on mesurera par observation les degrés de torsion de la roue dentée , qui 
correspondent à chaque degré de force appliquée à l’arbre. Cela se ferafacilement 
à l’aide de poids qu'on suspendra à une corde enroulée sur cet arbre , pendant 
qu’au maintiendra la roue dentée dans une position fixe. Désignons par x l é- 
carlement dû à la torsion, mesuré i la distance de l'axe de rotation où l’on 
veut placer les cames, et par F la forcer on aura, par expérience, la relation 
approximative entre x et F ; nous la représenterons par F = q (x). L'ordonnée 
de la courbe que doit former la saillie des cames devra être telle , que le disque 
aille toucher le cône au point convenable pour que la vitesse de rotation de 
celui-ci reste proportionnelle à F. Ainsi , en désignant par y cette ordonnée , 
par F, la plus petite force qui se produira pendant ce mouvement , laquelle sera 
toujours au moins celle qui est nécessaire pour vaincre les frottements ; et 
enfin, en représentant par b la longueur du cône, on devra avoir 

-=> jr ou y — b — 5"^ j et comme on a F = ç (x), cette équation 

donnera la courbe que doit former la came. La plus faible valeur de la force F 
-qui est F, donnera le point de départ qui devra mettre le disque en contact 
avec la plus grande largeur du cône. 'À ce point, on aura y- = O. Ensuite, à 
mesure que F ou ç (x) croîtra , l'ordonnée^ croîtra aussi ; mais , quelque grande 
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que devienne la force, cette ordonnée sera toujours un peu inférieure b b, et le 
disque n’a t teindra pas tout b fait le sommet du cône. 

On pourrait encore opérer le déplacement du disque de la manière suivante : 
on adapterait à la roue et b l’arbre des appendices qui viendraient se mettre l’un 
b côté de l'autre, et qui s’écarteraient par l'effet de la torsion ; on relierait en- 
suite ces deux appendices par deux tringles b articulations formant les deux 
côtés d’un triangle isocèle, dont la base serait l'écartement dû b la torsion , en 
sorte que, suivant que celle-ci serait plus ou moins grande, le sommet du 
triangle , .qui est l’articulation de* deux tringles , serait poussé ou retiré; le 
disque étant attaché à trois de ces sommets de triangle b articulation, serait 
aussi poussé ou retiré par l’effet de la torsion. 

Avec ce mode de renvoi de mouvement; le déplacement du disque serait 
l’ordonnée d’un arc d'ellipse dont le degré de torsion serait l’abscisse. En dis- 
posant de l’angle que feront les deux tringles pour la plus petite et la plus grande 
force, l'arc de l'ellipse correspondrait b telle ou telle partie de cette courbe, en 
sorte qu'on pourrait s’arranger pour qu’il s’éloignât peu de l’arc de courbe qui 

est donné par l’équation y = b Ce moyen dispenserait du ressort de 

pression qui , dans la disposition précédente, agit sur le disque pour faire ap- 
puyer les tiges sur les cames ; mais il serait moins exact, et il exigerait toujours 
qu’avant de choisir le premier écartement des points d’attache des tringles, ainsi 
que la longueur de celles-ci, on eût déterminé par expérience la relation entre 
la force et l’écartement de ces points d'attache. 

Si l'on voulait rendre le mouvement du disque plus sensible, et l'augmenter 
dans une certaine proportion, on pourrait placer plusieurs lozanges b articula- 
tion, se reployant ou s’allongeant tous ensemble lorsque l'angle que font ces 
tringles s’ouvre ou se referme : on obtiendrait ainsi , au sommet du dernier lo- 
sange , un mouvement correspondant aux ordonnées d'une ellipse plus allongée 
vers son sommet, les abscisses étant toujours les écartements des points d’attache 
des deux, tringles. . .. 

Peut-être serait-il b craindre que , même avec cette latitnde de rendre le 
mouvement du disque plus sensible , b l'aide des tringles et de ces lozanges, on 
n’arrivât pas encore b donner une relation convenable entre la force et le dé- 
placement du disque : c’est ce qu’on ne pourrait reconnaître qu’après avoir fait 
des expériences sur la variation die la force des ressorts. En tout cas, le premier 
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mode des cames saillantes donnerait toujours, toute l'exactitude qu'on pourra 
désirer , si ce dernier ne fournissait pas une approximation assez grande. 

Quant au compteur qu’on adaptera au cône, en pourra prendre, soit de 
simples roues fa chevilles, soit le compteur multiplicateur de M. Viard ; ils 
offriront l’un et l'autre assez peu de résistance pour ne pas gêner le mouvement 
du cône. '■ J 

Le même mécanisme que nous vouons d’indiquer pour tenir compte des va- 
riations dans la force, peut s'employer, avec quelque modification, dans le cas 
où l’on se sert du* frein pour mesurer le travail que peut fournir un moteur. 
Pour cela, ou placera le levier qui forme une des branches du frein-, du côté où 
le frottement tendra fa faire presser sou extrémité contre un ressort appuyé sur le 
sol , de sorte que pour- dw accroissements dans le frottement, le ressort sera 
comprimé davantage, et l’extrémité du levier s'abaissera. Sur l’arbre tournant 
ou sur une poulie de rapport qu'on y aura placée, on mettra une corde sans fin, 
{tour renvoyer le mouvement fa une poulie plus graude, qui sera isolée de la 
machine, et qui fera tourner un petit axe hOriaontal parallèle fa l'arbre et placé 
près de l'extrémité du levier du frein. Cet axe tournera dans des coussinets 
appuyés sur un socle posé sur le sol , et indépendant de la machine. Un disque 
placé sur col axe fa quelques décimètres de celte poulie, tournera avec elle, et 
aura une Vitesse de rotation proportionnelle à celle de l’arbre de la machine. 
Pour acéuser le nombre de tours de cet arbre , et pour teuir compte en même 
temps des variations de force , on .fera frotter ce disque contre un cône tournant 
autour d’un axe placé dans une.chappe ; celle-ci tiendra fa un socle par une 
articulation. Uu ressort pressant contre cette chappe fera appuyer fe cône contre 
le disque pour augmenter le frottement qui établit la communication du mou- 
vement. 11 faudra que, par l’effet du changement de force qui se produit fa l’ex- 
trémité du levier du fhrin r le socle qui porte le cône-, et par suite le cône lui- 
. même , puisse se déplacer parallèlement fa Taxe de rotation du disque, de. 
manière fa en être touché plus ou moins près de son sommet , et fa la distance 
convenable. Pour cela , fa l'extrémité du levier et sur le côté , on adaptera une 
came saillante ; elle sera destinée fa pousser une tige tenant lé soûle sur lequel 
porte le cône tournaul, CeUe tige pourra glisser dans deux collets fixes appuyés 
sur le sol , de manière à se mouvoir suivant une direction parallèle fa l’axe de ro- 
tation du disque : un petit ressort de pression agissant sur sou extrémité opposée, 
l’obligera fa appuyer toujours- sur la came. Ainsi, lorsque le levier du frein 
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s'abaissera en comprimant le ressort qui le supporte, la came, qui s'abaissera 
aussi , poussera la tige et en même temps le socle qui porte le cône; le point rie 
contact de celui-ci avec le disque tournant se portera ‘donc plus près de son 
sommet. Lorsque le levier se relèvera, et que le ressort sera moins comprimé, 
la came se relèvera , et la lige, revenant en sens contraire, le cône sera louché 
par le disque plus loin île son sommet. Il sera facile, comme dans le cas précé- 
dent, de déterminer la courbure de la came, de manière que le point de con- 
tact du disqtfe et du cône soit à nue distance telle du sommet de ce dernier , 
que, pour une même vitesse du disque ou de l'arbre de la machine, la vitesse 
de rotation de ce cône soit toujours proportionnelle è la force du ressort qui 
agit sur le levier. Il suffira , pour cela , de déterminer par expérience la relation 
entre la force dê ce ressort et les degrés de compression qu’il peut prendre* ce 
qui se fera très-facilement en le chargeant avec des poids. 

Dans le mécanisme qu'on vient de décrire, on peut remarquer qu’en donnant 
le mouvement au disque par une corde sans fin passant sur l'arbre de la ma- 
chine , on a l'avantage de ralentir son mouvement et celui du cône , ce qui donne 
à celui-ci plus de facilité de chapger sa vitesse. Si ce cône marchait trop rapide- 
ment, il serait à craindre que, par l’effet de la vitesse acquise , le frottement 
contre le disque ne fût pas suffisant pour l'empêcher île glisser contre ce disque 
pour peu qu’il eût un peu de masse. Cet effet pourrait peut-être nuire à l'exac- 
titude du mécanisme que nous avons indiqué d’abord, pour le cas où l'on n'em- 
ploie pas le frein et où le travail de la machine est recueilli & l’aide d’un système 
de ressorts fixés è un arbre tournant. Si l’on reconnaissait que cet inconvénient 
pût entraîner trop d’inexactitude, et qu'on voulût y remédier; on pourrait 
d'abord renvoyer le mouvement de l'arbre è un disque isolé, comme nous ve- 
uons de l’indiquer pour le cas du frein; mais alors, au lieu de faire déplacer 
ce disque par l'effet des variations de force, on ferait déplacer le cône. Pour 
cela , on conupuniqucrait au socle qui le porterait le mouvement de translation 
du chapeau des liges qui appuient sur la came. 11 suffirait pour cela de se servir 
d'un levier embrassant le bord de ce chapeau avec une fourchette qui ne gêne- 
rait pas le mouvement de rotation que prend celui-ci en même temps que 
l’arbre. - . • 
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